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Vorwort

Bevor der Computer erfunden und komfortable Statistikprogramme entwickelt wurden,
mussten die im vorliegenden Heft beschriebenen grafischen Darstellungen und Auswer-
tungen ausnahmslos unter Verwendung spezieller Formblatter und statistischer Tabellen
von Hand erstellt werden.

Im Interesse eines tiefgehenden Verstandnisses ist es auch heute noch sinnvoll, z.B. im
Rahmen des Selbststudiums oder von Schulungen zur Statistik die entsprechenden Vorge-
hensweisen im Detail nachzuvollziehen. Aus diesem Grund sind die Vorgehensweisen in
einer Weise beschrieben, welche die handschriftliche Auswertung ohne Rechnerhilfe er-
moglicht.

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

© Robert Bosch GmbH | Stand 01.2016



http://rb-socos-c.de.bosch.com/SOCOS/qr/?file=CGP-01900-001_BBL_N_DE_2016-01-01.pdf

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

Grundlagen der Technischen Statistik — Kontinuierliche Merkmale

Inhaltsverzeichnis
A N1 Y 1T U o = 5
D - =T = ) & TSP 7
2.1 IMEEIKIM AL et ettt s e e e e e e e e e e e e e e e eeebbn e eas 7
2.2 GrundgesamthEit ... ccciie e e e e e e 7
2.3 R el oY T o o PRSPPI 8
2.4 ZUfallSVAriabl@ .. .e e i 8
2.5 Wahrscheinlichkeit........oouuneiiiii e 10
3 StatistisChe KENNGIO BN ..ccveii e e e e e et e e e et e e e eaaa s 13
3.1 1Y [=Te LYo D OO PP PPPRTRR 13
3.2 Arithmetischer MittelWert ..., 15
33 Gleitender MItteIWEIt ... ..couuriiiie e e e 16
3.4 GeometrisCher MitteIWEIT .. .. . s 17
35 Harmonischer MittelWert. ... e 18
3.6 StandardabWeIChUNG.....c.cooiii e 19
3.7  Variationskoeffizient. ... oo 21
3.8 Y o LT LV L= OO 22
3.9 Range-Methode zur Bestimmung der Standardabweichung..........ccccooevvvvinnnnn. 22
4  Statistische Berechnungen in EXCEL .......cooviiiiiiiiiiiie et 24
5  Grafische Darstellung vON Daten c....ccveiieiiiiiiiie e 27
5.1 8T VYT o o [T =d = o Vo 1SN 27
5.2 Strichliste, PUNKEAIagramm .......cooiiiiiiiiiiiie et e e 28
5.3 Klasseneinteilung, HiSTOZramm .........ccoiiiiiiiiiiiiiii e et 28
5.4 SUMMENKUIVE ..o e e e e e e e e 33
6  Statistische VerteilUNgeNn .. ... .o 34
6.1 GauBsche NormalverteiluNg. ... iiiiiii e 34
6.1.1 Eigenschaften und KenngréRen der Normalverteilung...........ccccoeevvvnnnnenne. 35
6.1.2 VerteilungsfunKtion ... 37
6.1.3 Standardnormalverteilung ... i i 39
6.2 Das Wahrscheinlichkeitsnetz der Normalverteilung......ccccoovvvviiiniiiiiiiniiiiiinneenn, 41
6.3 Logarithmische Normalverteilung ........coouviiiiiiiiiiiice e 48
6.3.1 Wahrscheinlichkeitsnetz der Lognormalverteilung .........cccoveevviiiiiiiiiiiiinnnn, 50
6.3.2 Zusammenhang zwischen Normalverteilung und Lognormalverteilung ...... 53
6.4 Y T TYo o NVZ=Y e d =1 [T oY == o PPN 54

© Robert Bosch GmbH | Stand 01.2016 -3-


http://rb-socos-c.de.bosch.com/SOCOS/qr/?file=CGP-01900-001_BBL_N_DE_2016-01-01.pdf

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

Grundlagen der Technischen Statistik — Kontinuierliche Merkmale

A O LU F- 111 - § 6] =Y =021 1 = [ = o [ 56
7.1 Yot | T A=Y o e [T g I -4 PN 56
7.1.1 MITEEIWEITKAITE e et 57
7.1.2 UrWertkarte (X-Kart@) ...iuuueiiuuieiiiieiiie it e e s e e ee 59

7.2 Regelkarten der STrEUUNE ...oiviueii i e e e eeeaes 60
7.2.1 ST e 61
7.2.2 R-Karte e 62

8 Beurteilung von Haufigkeitsverteilungen im Zusammenhang mit einer Toleranz ...... 63
9  Genauigkeit der Schatzung von Mittelwert und Standardabweichung....................... 66
10 StandardnormalverteilUNg ... ..o e 68
11 LIteraturVerzeiChNis ... .. et e e 72
12 Formelzeichen und Begriffe ..o 73
TaTe L) OO TP P TP PPPPTPPPTRR 75

© Robert Bosch GmbH | Stand 01.2016 -4 -


http://rb-socos-c.de.bosch.com/SOCOS/qr/?file=CGP-01900-001_BBL_N_DE_2016-01-01.pdf

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

Grundlagen der Technischen Statistik — Kontinuierliche Merkmale

1 Einleitung

Die mathematische Statistik oder kurz , Statistik” hat sich urspriinglich aus den Volkszah-
lungen entwickelt, die dazu dienen sollten, den Zustand (lat. ,status“) eines Staates fest-
zustellen und z.B. hinsichtlich volkswirtschaftlicher Merkmale zu beschreiben. Laut Duden
ist sie die ,,Wissenschaft von der zahlenmaRigen Erfassung, Untersuchung und Auswer-
tung von Massenerscheinungen®.

Diese Definition beinhaltet zwei wesentliche Aspekte der Statistik: das Erfassen, Ordnen
und Darstellen statistischer Daten sind Ziele der deskriptiven (beschreibenden) Statistik,
wiahrend die Auswertung (Analyse, Deutung) der Daten Aufgabe der induktiven (schlie-
Renden) Statistik ist. In den Medien begegnen uns immer wieder Beispiele flir entspre-
chende Anwendungen aus beiden Teilbereichen.

Beispiele fir Anwendungen der deskriptiven (beschreibenden) Statistik sind etwa Dar-
stellungen der

o zeitlichen Kursentwicklung von Devisen oder von Aktienindices (Urwertdiagramme)
e Sitzverteilungen in Landtagen (Tortendiagramme)

e Anteile verschiedener Automarken an der Gesamtzahl der in Deutschland neu zu-
gelassenen Pkw in einem Jahr (Histogramme)

oder die Angabe des pro-Kopf-Verbrauchs von Milcherzeugnissen in den EU-Landern in
einem Jahr (Mittelwerte).

Folgende Anwendungsbeispiele fiir die Vorgehensweise der induktiven Statistik haben
noch unverkennbar eine gewisse Verwandtschaft mit Volkszahlungen:

e Prognose des Wahlergebnisses am Wahlsonntag auf Grundlage reprdsentativer
Umfragen,

e Hochrechnungen der Zuschauerzahlen bei Fernsehsendungen auf Grundlage der
Sehbeteiligung ausgewahlter ,Testseher”,

e Schéatzung der Besucherzahlen bei (offenen) GroRveranstaltungen,

e Schatzung des Bestands einer bestimmten Tierart (Gesamtpopulation) in einem
Gebiet bekannter GroRe,

e Analyse der Auswirkung von Werbekampagnen auf das Kaufverhalten eines Mark-
tes anhand des Verhaltens ausgewahlter Testkunden.

In allen letztgenannten Fallen wird auf Grundlage des Wissens Uber eine begrenzte Teil-
menge von Individuen (,Stichprobe”) eine Aussage (iber ein groReres Kollektiv (,,Grund-
gesamtheit”) abgeleitet.

Dabei wird ausgenutzt, dass bei vielen Massenerscheinungen zwar das Ergebnis einer Ein-
zelbeobachtung (jahrliche Anzahl von Blitzeinschlagen pro Quadratkilometer im Gebiet
xy) zufallig ist (und somit nicht mit Sicherheit vorhergesagt werden kann), aber dennoch
eine mathematisch beschreibbare GesetzmaRigkeit vorliegt.

Haufig hat die schlieBende Statistik aber auch zum Ziel, von einem augenblicklichen Zu-
stand (,, Trend”) auf kiinftiges Verhalten zu schlieRen, d.h. in gewisser Weise die Zukunft
vorherzusagen.

Die Statistik arbeitet zu diesem Zweck mit mathematischen Modellen (Verteilungs-
funktionen) welche die Eigenschaften sogenannter Zufallsvariablen beschreiben.
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Missverstandnisse bei der Anwendung statistischer Methoden resultieren fast immer aus
der Vernachldssigung der Modellbezogenheit und der im Zusammenhang mit den Metho-
den genannten Voraussetzungen.

Das Verstandnis statistischer Aussagen und Methoden wird dem Einsteiger in die Materie
durch mehrere, auf der Folgeseite aufgefiihrte, problematische Gesichtspunkte er-
schwert.

1. Begriffliche Schwierigkeiten

In der Umgangssprache wird der Begriff ,,wahrscheinlich” haufig ersetzt durch andere Be-
griffe, wie z.B. ,unmoglich”, ,vielleicht”, ,vermutlich”, ,mit ziemlicher Sicherheit”, oder
ytodsicher”, die unserer Erfahrung nach stets ein MaR fiir das Vertrauen in die Richtigkeit
einer Aussage darstellen sollen. Je nach Person, die einen solchen Begriff benutzt, deren
Stimmungslage (Euphorie, Depression) und der jeweiligen Situation kann aber jeder ein-
zelne ganz unterschiedliche Bedeutung haben.

Demgegeniliber benutzt die Statistik eine mathematisch definierte ,,Wahrscheinlichkeit®,
eine Zahl zwischen null (unmogliches Ereignis) und eins (sicheres Ereignis) als MaR fiir das
voraussichtliche ,Eintreten” oder ,Nicht-Eintreten” eines Ereignisses. Die Schwierig-
keiten, den Begriff Wahrscheinlichkeit losgelost vom ,statistischen Rahmen” mit einfa-
chen Worten zu erldutern, sind nur allzu offensichtlich.

2. Logische Schwierigkeiten

Es besteht grundsatzlich die Gefahr, dass der Anwender der induktiven Statistik den Ein-
druck einer objektiven ,Sicherheit” erhilt, die tatsdchlich nicht gegeben ist. Dieses Miss-
verstandnis spiegelt sich wider in der Begriffsfolge ,unbekannt”, ,zufallig” (,Zufalls-
variable”), ,wahrscheinlich” (,,Wahrscheinlichkeit”) die im Gblichen Sprachgebrauch hau-
fig im Begriff ,,sicher” (,,Aussagesicherheit”) gipfelt.

Es sollte einleuchten, dass es keine Moéglichkeit gibt, in der Realitat zwischen den Zustan-
den ,unbekannt” und ,sicher” eine Briicke zu schaffen.
3. Ubertragbarkeit

Die in Statistiklehrbilichern betrachteten Beispiele zeigen, dass man kaum umhin kommt,
Naturphdanomene und diesbeziigliche MessgréRen oder Beispiele aus der Spieltheorie mit
bekannten Randbedingungen zur Veranschaulichung zufidlligen (chaotischen?) Verhaltens
heranzuziehen:

e Zahl der Blitze pro Quadratkilometer Erdoberflache und Jahr,

e Jahrliche Niederschlagsmenge pro Quadratmeter,

e Bewegung von Gasmolekilen (Brownsche Molekularbewegung)
e Radioaktiver Zerfall,

e Gewinnaussichten bei Glicksspielen (Wirfeln, Roulette, Lotto).

Im Vergleich zu solchen Beispielen erscheinen die in der industriellen Praxis untersuchten
Phanomene kaum mit den Begriffen ,zufillig” oder gar ,chaotisch” vereinbar zu sein.

Trotz dieser grundsatzlichen Probleme haben sich statistische Methoden in der industriel-
len Praxis einen festen Platz erobert.

Das vorliegende Heft bildet den ,Einstieg” in die Schriftenreihe , Qualitatssicherung in der
Bosch-Gruppe, Technische Statistik”, die eine Vielzahl von Spezialthemen abdeckt.
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2 Begriffe

2.1 Merkmal

Gegenstand statistischer Uberlegungen und Berechnungen in der industriellen Praxis sind
in der Regel kontinuierlich veranderliche, messbare Merkmale und diskrete, abzahlbare
Merkmale von Betrachtungseinheiten. Entsprechend diesen Untergruppen tragen die ers-
ten beiden Hefte der Bosch-Schriftenreihe ,, Qualitdtssicherung in der Bosch-Gruppe” die
Untertitel ,, Kontinuierliche Merkmale” (Heft Nr. 1) und , Diskrete Merkmale” (Heft Nr. 2).

Die im vorliegenden Heft 1 behandelten kontinuierlichen Merkmale sind messbare oder
beobachtbare Eigenschaften (Lange, Gewicht, Temperatur) von Objekten oder Ereignissen
(Lebensdauer, Berstdruck).

Obwohl eine physikalische MessgroRe stets in Form einer Malzahl (z.B. 48) und einer
MaReinheit (z.B. mm) angegeben wird, sind fiir statistische Betrachtungen die MaRein-
heiten von untergeordneter Bedeutung. Wir kdnnen uns daher in den Beispielen meist
auf die reinen Malizahlen konzentrieren.

Statistische Analysen der Eigenschaften kontinuierlicher Merkmale finden in vielen Berei-
chen der industriellen Praxis Anwendung, z.B. bei der

e Untersuchung der Fahigkeit von Messgeraten und Maschinen,
e Beurteilung von Fertigungsprozessen,

e Statistischen Prozessregelung (SPC),

e Auswertung von Versuchsdaten.

Die Verfahren der induktiven Statistik sind insbesondere im Zusammenhang mit Risiko-
analysen von Interesse und natirlich dort, wo aus Grinden der Wirtschaftlichkeit mit re-
lativ kleinen Stichprobenumfiangen gearbeitet werden muss, z.B. im Bereich aufwendiger
(teurer) Qualitatsprifungen (zerstorende Prifung, Lebensdaueruntersuchungen).

2.2 Grundgesamtheit

Unter einer Grundgesamtheit verstehen wir eine endliche oder unendliche Menge von
Betrachtungseinheiten, die bzgl. einer vorliegenden statistischen Fragestellung als gleich-
artig zu betrachten sind. Solche Betrachtungseinheiten kénnen beispielsweise auch ,Be-
obachtungen” oder Ergebnisse von unter gleichen Bedingungen durchgefiihrten ,Versu-
chen” sein.

Beispiele fur endliche Grundgesamtheiten sind die Menge der
e Schiler einer Schule,
e wahlberechtigten Personen eines Bundeslandes,
e Fernsehzuschauer, die das Endspiel der letzten FuRball-WM verfolgt haben,
e Teile einer Warenlieferung,

e innerhalb einer Schicht gefertigten Erzeugnisse des Werks XY.

© Robert Bosch GmbH | Stand 01.2016 -7-
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Beispiele fur (theoretisch) unendliche Grundgesamtheiten sind die Menge der
o bei Wirfen mit einem Wiirfel beobachteten ,Augenzahlen”,
e bei Wiederholmessungen an einem Langennormal ermittelten Messergebnisse,

e Teile, die eine Maschine herstellen wird, unter der Annahme, dass sie fir alle Zei-
ten in dem augenblicklich vorliegenden Zustand bleibt.

Insbesondere die letzten Beispiele zeigen, dass eine Grundgesamtheit durchaus nicht im-
mer real sein muss sondern auch fiktiv sein kann. Darliber hinaus ist erkennbar, dass eine
statistische Fragestellung mitunter auf eine Prognose (Vorhersage) zukiinftiger Ereignisse
abzielen kann.

2.3 Stichprobe

Eine Stichprobe ist dagegen stets eine reale und damit endliche Menge von ,,Dingen” oder
Ereignissen. Beispiele hierfiir sind die Menge der

e Fahrzeuge, die den Engelbergtunnel (bei Leonberg) am 1.5.2015 passiert haben,
e beobachteten Wurfergebnisse bei 10 Wirfen mit einem Wiirfel,
e bei 25 Wiederholmessungen an einem Normal ermittelten LaingenmaRe,

e im Rahmen einer Maschinenfidhigkeitsuntersuchung hergestellte 50 Teile.

i

Der Begriff Stichprobe kommt Ubrigens von dem in frilheren Zeiten lblichen , Anstechen’
der Getreidesdcke und Baumwollballen zum Zwecke der Qualitdtspriifung. Eine Stichpro-
be besteht aus einer Einheit oder mehreren Einheiten, die einer realen oder fiktiven
Grundgesamtheit nach dem Zufallsprinzip ,entnommen” werden. Die Anzahl dieser Ele-
mente wird Stichprobenumfang genannt. Die Eigenschaften der Stichprobe sollen repra-
sentativ fur die Grundgesamtheit sein. Eine zufdllige Entnahme setzt voraus, dass jedes
Element der Grundgesamtheit die gleiche Chance (gleiche Wahrscheinlichkeit) hat, in die
Stichprobe zu gelangen. In der Regel ist es nur in wenigen Fallen madglich, das Zufallsprin-
zip in nahezu idealer Weise zu verwirklichen (Miinzwurf, Roulettespiel, Ziehung der Lotto-
zahlen). Insbesondere versagt die Anschauung meist in Zusammenhang mit fiktiven
Grundgesamtheiten; das ,,Entnehmen” ist hier nur im Ubertragenen Sinn zu verstehen.

2.4 Zufallsvariable

In der Statistik umgeht man diese Schwierigkeit durch Einfihrung der Begriffe ,Zufalls-
experiment” und ,Zufallsvariable”. Mit ,Zufallsexperiment” bezeichnet man einen Vor-
gang, der sich prinzipiell beliebig oft wiederholen lasst, und dessen (Einzel-) Ergebnis
nicht vorhersagbar ist (z.B. Wurf mit einem Wiirfel). Die , Zufallsvariable” reprasentiert
die moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments (z.B. die Zahlen 1, 2, ..., 6). Mathe-
matisch gesehen ist sie eine Funktion, der durch ein , Zufallsexperiment” eine reelle Zahl
(z.B. gewiirfelte Augenzahl) zugeordnet wird. Die ,Einheiten” oder ,Elemente”, die als Er-
gebnisse eines Zufallsexperiments ,beobachtet” werden (der Grundgesamtheit als Stich-
probe ,entnommen” werden), sind sogenannte , Realisationen” dieser Zufallsvariablen.

Vergleicht man diese Definitionen mit den Erlauterungen aus 2.2 und 2.3, so ist erkenn-
bar, dass die dem Ublichen Sprachgebrauch und der Anschauung entsprechenden Begriffe
Grundgesamtheit und Stichprobe durch die mathematischen GréRen ,,Zufallsvariable” und
»,Realisationen der ZufallsgrofRe” ersetzt worden sind, mit der Einschrankung, dass es sich
bei den letztgenannten beiden stets um reelle Zahlen handelt.

© Robert Bosch GmbH | Stand 01.2016 -8-
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Beispielsweise sind die Ergebnisse x,, X,, ..., X;, einer Folge von 10 Wiederholmessungen

an einem Langennormal Realisationen einer ZufallsgréRe X, welche die Gesamtheit aller

moglichen (unendlich vielen) Messergebnisse an diesem Normal reprasentiert.

Im Ublichen Sprachgebrauch werden haufig auch die an einer Stichprobe realer Teile ge-
messenen Merkmalswerte (Menge von Messergebnissen) als Stichprobe bezeichnet.

BEISPIEL 2.1:

Die Bilder 2.1 und 2.2 zeigen jeweils eine Grundgesamtheit von 4941 Kugeln. Die Grundge-

samtheit nach Bild 2.1 besteht aus 4465 weifsen und 476 schwarzen Kugeln. Letztere wollen wir

als Stellvertreter fiir fehlerbehaftete Teile betrachten. Der Anteil p' der schwarzen Kugeln ist

096 =9,6%.

7

0

Zur Schétzung des Fehleranteils (er ist in diesem Fall die interessierende Zufallsvariable) wird

eine Stichprobe von 490 Kugeln entnommen,

hier veranschaulicht durch den rechteckig be-

,098 =9

grenzten Bereich (49 -10 Kugeln). Die Stichprobe enthdlt 48 schwarze Kugeln, deren Anteil in
1 1 0 ,8%.
Somit liefert in diesem Fall die Stichprobe eine relativ gute Schétzung des Fehleranteils der

~

_ 48
490

der Stichprobe ist also p

Grundgesamtheit.
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GleichmaRig durchmischte Grundgesamtheit mit etwa 10 % Fehleranteil. Der

Fehleranteil wird anhand der Stichprobe (Rechteck) recht gut geschatzt.

Bild 2.1

Dass eine solche Schétzung auch zu Fehlaussagen filihren kann, zeigt das Beispiel nach Bild 2.2.
Hier ist die Grundgesamtheit nicht homogen durchmischt, der Fehleranteil nimmt von unten

nach oben ab. Diese Situation kann beispielsweise eintreten, wenn der Fehleranteil einer Ferti-

gungslinie innerhalb eines begrenzten Zeitraums stetig abnimmt, und die produzierten Teile

der Fertigungsreihenfolge entsprechend in einen Container gelegt werden. Im vorliegenden

Beispiel sind 499 Kugeln der Grundgesamtheit schwarz, und 4442 weifs.
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in der Stichprobe

Fehleranteil

~ 0,101=10,1% vor, der sich kaum von dem in Bild 2.1
dass der

_ 499
4941
ist aber offensichtlich,

Kontinuierliche Merkmale
1,63% zu einem Fehlschluss fiihrt.

Es

0,0163
letzt wurde. Es hatte eben nicht jedes Teil der Grundgesamtheit die gleiche Chance, in die

Stichprobe zu gelangen.
In der Realitdt sind wir natiirlich in der Situation, dass wir den Fehleranteil in der Grundge-

samtheit nicht kennen und uns ausschlieflich auf die Aussageféhigkeit der Stichprobe verlas-

schédtzungen ist offenbar darauf zuriickzufiihren, dass das Zufallsprinzip (in beiden Fdllen) ver-
sen miissen.

Der Unterschied in den beiden Stichprobenergebnissen und den daraus resultierenden Anteils-

Es liegt also ein Fehleranteil p'

Grundlagen der Technischen Statistik
unterscheidet.

Der Fehleranteil
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Inhomogene Grundgesamtheit mit etwa 10 %

wird anhand der Stichprobe (Rechteck) falsch geschatzt.
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5 Wabhrscheinlichke
Die mathematische Wahrscheinlichkeit ist eine Zahl, die eng mit dem Ergebnis eines Zu-

fallsexperiments verknupft ist.
lhre klassische Definition leitet sich aus der Spieltheorie ab, aus der sich die Wahrschein-

lichkeitsrechnung und Statistik urspriinglich entwickelt haben.
Minze. Es wird allgemein akzeptiert, dass das Ergebnis eines Minzwurfs nicht vorhersag-

bar ist, und aufgrund der (hinreichenden) Symmetrie der Miinze die Ereignisse ,Kopf“ und

»Zahl“ gleich wahrscheinlich sind.
Nach der klassischen Definition ist die mathematische Wahrscheinlichkeit P(A) eines Er-

Ein in Statistiklehrblichern haufig betrachtetes Zufallsexperiment ist das Werfen einer

eignisses A bei einem Zufallsexperiment gegeben durch

© Robert Bosch GmbH | Stand 01.2016
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Darin bezeichnet

g die Anzahl der (glinstigen) Falle, bei denen A eintrifft,

und
m die Anzahl aller méglichen Fille

bei dem betrachteten Experiment. Bezogen auf den Minzwurf bedeutet dies:
die Wahrscheinlichkeit flr das Ereignis ,Kopf“ ist P("Kopf") = % =0,5=50%.

Die Anzahl g der Falle, in denen ,Zahl” zutrifft (glinstiges Ergebnis flir den Spieler, der

»Zahl“ als Ergebnis vorhergesagt hat) ist gleich 1, die Anzahl aller méglichen Ausgédnge des
(einmaligen) Minzwurfs ist gleich 2 (,,Kopf“ und ,Zahl“). Offenbar folgt aus der Symmet-
rie der Miinze die ,Symmetrie der Wahrscheinlichkeiten”. Beide Ergebnisse sind gleich

wahrscheinlich: P("Kopf") =P("Zahl") = %

Betrachtet man ein Zufallsexperiment mit einer endlichen Zahl méglicher Ereignisse, de-
ren Auftretenswahrscheinlichkeiten nicht unmittelbar aus Symmetriebetrachtungen abge-
leitet werden kdnnen, so besteht (zumindest theoretisch) die Moglichkeit, das Experi-
ment sehr oft zu wiederholen und die relativen Haufigkeiten (vgl. Abschnitt 5.3) zu be-
stimmen, mit der jedes Ereignis auftritt. Man kann dann die Wahrscheinlichkeit fir ein
bestimmtes Ereignis als Grenzwert definieren, dem sich die relative Haufigkeit (eine Zahl
zwischen null und eins) des betrachteten Ereignisses bei einer groflen (gegen unendlich
strebenden) Zahl von Wiederholungen des Zufallsexperiments ndhert.

Beim wiederholten Minzwurf z.B. wird man feststellen, dass die relativen Haufigkeiten
(z.B. Anzahl der Wiirfe mit Ergebnis ,Kopf“ dividiert durch die Gesamtzahl der Wirfe), mit
denen beide Ergebnisse auftreten, sich mit wachsender Zahl von Wirfen immer mehr
dem Wert 0,5 nahern (Bild 2.3). Allgemein wird dieses Phdnomen durch das , Gesetz der
groBen Zahlen beschrieben”.

100%
< 90%
N

o 80%
(]

a

= 70%
o)

(]

2 60%
3 50% -
x

T 40%
0

> 30%
I

v 20%
e}

< 10%
o

0% T T T T T T T T T 1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Nr. des Wurfs

Bild 2.3: Veranschaulichung des Gesetzes grol3er Zahlen. Die relative Haufigkeit
des beim wiederholten Wurf einer Miinze erzielten Ergebnisses ,Zahl“ nahert
sich nach hinreichend vielen Wiirfen dem theoretischen Wert 0,5.
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Aus nachstehender Tabelle geht hervor, wie die in Bild 2.3 dargestellten relativen Haufig-
keiten berechnet worden sind.

Wurf | Wurf- | rel. Haufigkeit des Er- | Wurf | Wurf- | rel. Haufigkeit des Er-
Nr. |[ergebnis gebnisses ,Zahl” Nr. |ergebnis gebnisses ,Zahl”
1 K 0/1=0,00 991 z 0,504
2 Z 1/2=0,50 992 z 0,504
3 K 1/3=0,33 993 z 0,505
4 K 1/4=0,25 994 z 0,505
5 K 1/5=0,20 995 z 0,506
8 6 z 2/6=0,33 996 K 0,505
§ 7 K 2/7=0,29 997 K 0,505
§ 8 z 3/8=0,38 998 K 0,504
§ 9 YA 4/9=0,44 999 z 0,505
A 10 K 4/10 = 0,40 1000 z 0,505

Tabelle 2.1: Berechnung der relativen Haufigkeiten fiir Bild 2.3

© Robert Bosch GmbH | Stand 01.2016 -12 -
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Grundlagen der Technischen Statistik — Kontinuierliche Merkmale

3 Statistische KenngroRen

Wesentliche Eigenschaften eines Datensatzes sind die ,mittlere Lage” der Einzelwerte
sowie deren ,Streuung” auf der von minus unendlich bis plus unendlich reichenden Zah-
lengeraden. In diesem Abschnitt werden KenngréfRen erlautert, die zur Beschreibung die-
ser Eigenschaften geeignet sind.

3.1 Maedian

Bereits bei der Sammlung von Einzelwerten muss beriicksichtigt werden, dass deren Rei-
henfolge i.a. eine wesentliche Information enthalt, ndmlich die zeitliche Abfolge ihrer
Entstehung (z.B. Temperaturverlauf, Versuchsreihenfolge). Die Werte werden also in der
Reihenfolge aufgeschrieben, in der sie gerade anfallen. Die so entstandene Liste heiRt Ur-
liste.

Werden einer Serienproduktion nacheinander mehrere Teile enthommen, deren Merk-
malswerte anschlieBend vermessen und analysiert werden sollen, so ist es zweckmaRig,
die Teile entsprechend ihrer Produktionsreihenfolge zu nummerieren.

Dies ist insbesondere dann wichtig, wenn etwa der Messvorgang an einem anderen Ort
als dem Produktionsort stattfindet und die Gefahr besteht, dass die Reihenfolge sonst
verlorengeht. Selbstverstandlich werden die an den Teilen ermittelten Merkmalswerte
(Messwerte) entsprechend der Nummerierung der Teile aufgeschrieben.

BEispIEL 3.1:

Es wurden folgende neun Messwerte ermittelt: 5, 6,6, 3,5,8,6, 7, 4.

Man kann annehmen, dass es sich dabei um Abweichungen von einem bestimmten Soll-
wert (Mittenwert des Toleranzbereichs) z.B. in 1/100mm oder mV handelt.

Allgemein bezeichnet man einen Merkmalswert mit dem Buchstaben x und die Anzahl
der Werte mit n. Dem Symbol x wird ein Laufindex i angefligt:

x;1=1,2,3,...,n,
d.h., die Werte werden bezeichnet mit
X1) Xy, Xgpeees X,y
Werden die Werte ihrer GréRe nach geordnet und mit dem kleinsten Wert beginnend
aufgeschrieben, so spricht man von einer geordneten Liste.

Nach Beispiel 3.1: 3,4,5,56,6,6,7 8

Mathematisch formuliert:
X(l) < X(2) <...< X(n)
Zur Unterscheidung von den Werten der Urliste sind die Indizes hier in Klammern gesetzt.

Bei einer geordneten Liste entspricht also die erste GréRe dem minimalen, die letzte dem
maximalen Merkmalswert:

X(l) = Xmin X(n) = Xmax .

Werden die Merkmalswerte Uber einer Merkmalsachse aufgetragen, so erhdlt man die
Haufigkeitsverteilung der Merkmalswerte (Bild 3.1).
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Anzahl

Bild 3.1: Haufigkeitsschaubild (Punktdiagramm)

Eine einfach zu bestimmende KenngroRe der Lage ist der Median, auch Zentralwert ge-
nannt. Er teilt die Stichprobe in zwei Halften gleicher Anzahl. Der Median, bezeichnet mit
X (sprich: ,x Schlange”), wird durch Abzihlen der Werte einer geordneten Liste ermittelt:

X:X(Ml] falls n ungerade,

X = falls n gerade.

Der Zentralwert kommt in der Wertemenge also nur im Falle einer ungeraden Anzahl von
Messwerten vor; flr eine gerade Anzahl wird er als Mittelwert der benachbarten Werte
x(n] und x( ) definiert.

- —+1

n

2 2

Die bereits oben angegebene geordnete Liste:
X(l)=3/ X(Z) =4, X(3)=5, X(4)=5, X(5) =6, X(s) =6, X(7) =6, X(8)=7/ X(g) =8

hat also den Median: X = x;5)=6.

Der wesentliche Vorteil des Medians besteht in seiner Unabhangigkeit von den Extrem-
werten des Datensatzes.
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3.2 Arithmetischer Mittelwert

Der arithmetische Mittelwert (das arithmetische Mittel) ist definiert als Quotient aus der
Summe aller Einzelwerte und der Anzahl der Einzelwerte:
Summe aller Einzelwerte

X = - (X : sprich ,x quer”)
Anzahl aller Einzelwerte

oder mathematisch formuliert:

n

z X; (Arithmetisches Mittel).

i=1

X =

S|

Die Summe aller Einzelwerte wird vereinfacht durch ein Summenzeichen (grolRer griechi-
scher Buchstabe Sigma) dargestellt. Diese Schreibweise bedeutet, dass alle n Merkmals-
werte x, angefangen vom ersten gemessenen Wert x; (entsprechend i=1) bis zum letz-

ten gemessenen Wert x, (entsprechend i=n), aufsummiert werden.

Ausgeschrieben sieht das folgendermalen aus:

n
DX =Xy Xy X
i=1

Fiir die neun Messwerte (n =9 ) aus Beispiel 3.1 ergibt sich als Summe:

9
D X =5+6+6+3+5+8+6+7+4=50
i=1

und damit als arithmetischer Mittelwert

)_(25—0=5,6.
9

Wenn X nicht indiziert ist, bezeichnet es in dieser Unterlage stets den arithmetischen
Mittelwert.

Wie folgendes Beispiel zeigt, stellt der Mittelwert lediglich einen Anhaltswert fir die
,mittlere Lage der Werte” auf dem Zahlenstrahl dar. Ohne zusatzliche Informationen
kann er nahezu wertlos sein.

BEISPIEL 3.2:
Die 20 Schiiler einer Klasse haben eine durchschnittliche Kérpergréfse von 1,70 m.
Kann daraus ein Schluss auf die tatsédchliche Verteilung der KérpergréfSen gezogen werden?

Denkbar ist es, dass die Kérpergréfien 1,50 m, 1,60 m, 1,80 m, und 1,90 m jeweils etwa gleich
hédufig vertreten sind, und die tibrigen Schiiler etwa 1,70 m grof8 sind.

Médglich ist es aber auch, dass eine Hdlfte der Schiiler etwa 1,60 m, die andere Hdlfte etwa
1,80 m grof ist.

Es kann auch nicht ausgeschlossen werden, dass 19 Schiiler etwa 1,66 m grof3 sind und ein ext-
rem grofier 2,46 m.

Das Beispiel verdeutlicht, dass die Aussagekraft des arithmetischen Mittelwerts stets in
Zusammenhang mit einem zugehdrigen Verteilungsmodell (eingipflige, mehrgipflige,
symmetrische, schiefe Verteilung) steht. Insbesondere wird deutlich, dass Extremwerte
den arithmetischen Mittelwert stark beeinflussen konnen.
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3.3 Gleitender Mittelwert

Ein gleitender Mittelwert wird aus einer Folge von Merkmalswerten gebildet, indem je-
weils n Werte dieser Folge formal zu einer Gruppe zusammengefasst werden und der

Mittelwert dieser n Werte berechnet wird.

Fir jeden neuen Merkmalswert, welcher der Wertefolge hinzugefiigt wird, lasst man je-
weils den ersten Wert der letzten Wertegruppe weg, so dass sich eine neue Wertegruppe

vom Umfang n ergibt, aus der der neue gleitende Mittelwert berechnet wird usw.

=5:

Beispiel fiir n

X, =4,8

37491

=5,8

X2

374918

=54
x,=5,0

X3

37491852

3749185
Selbstverstandlich sind die so ermittelten gleitenden Mittelwerte nicht mehr unabhangig

voneinander. Diese KenngroRRe spricht deshalb auf plétzlich auftretende Verdnderungen

nur mit Verzégerung an, was durchaus auch beabsichtigt ist.

SOO0S - 90-10-0¢0¢

Beispielsweise lasst sich ein langfristiger Trend in einer Darstellung der Zahl der monat-

lichen Neuzulassungen von Pkw und Kombi Gber der Zeit leichter erkennen, wenn aus den

Zahlen der vorangegangenen 6 oder 12 Monate ein gleitender Mittelwert gebildet wird

(vgl. Bild 3.2). Kurzfristige Schwankungen wirken sich auf den gleitenden Mittelwert kaum

aus.

Im Rahmen der Statistischen Prozessregelung besteht die Moglichkeit, eine Qualitats-

regelkarte mit gleitendem Mittelwert zur Prozessregelung zu verwenden. In diesem Fall

kann das verzogerte ,Ansprechen” des gleitenden Mittelwerts auf plotzliche unerwiinsch-

te Prozesszustande dagegen von Nachteil sein.

1234567 891011121 2 3 4567 891011121 2 3 456 7 8 9101112

—o0—Mittelwert

—e—Anzahl

Bild 3.2: Gleitender 12-Monats-Mittelwert

-16 -
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3.4 Geometrischer Mittelwert

Der geometrische Mittelwert entspricht der n-ten Wurzel aus dem Produkt aller n Werte
einer Zahlenreihe:

ig = V Produkt aller n Einzelwerte

oder in Symbolschreibweise:

(Geometrisches Mittel).

Das Produkt aller Einzelwerte wird vereinfacht durch den grofRen griechischen Buchstaben
Pi dargestellt. Diese Schreibweise bedeutet, dass alle n Merkmalswerte x, angefangen
vom ersten Wert x, (entsprechend i=1) bis zum letzten Wert x, (entsprechend i=n),

miteinander multipliziert werden:

n
I |xi=x1~x2-...-xn.
i=1

Als Beispiel sollen nochmals die neun Messwerte aus Beispiel 3.1 dienen. |hr Produkt ist:

9
Hxi=5.6.5.3.5.8.6.7-4=3628800,

i=1

und damit ergibt sich als geometrischer Mittelwert:

Xy =3/3628800 ~5,4.

Der geometrische Mittelwert (auch Geometrisches Mittel genannt) findet Anwendung in
Zusammenhang mit Wachstumsprozessen.

BEISPIEL 3.3:

Nehmen wir an, dass die Einwohnerzahl einer Stadt exponentiell wdchst. Plétzliche (unstetige)
Verdnderungen durch massenhafte Zuziige oder Katastrophen wollen wir ausschliefSen.

Zeit in Jahren Jahr Einwohnerzahl
t;,=0 1990 N, = 100000
t, =10 2000 N, = 141000
t; =20 2010 N; = 200000

Wir nehmen an, die Einwohnerzahl sei fiir die Jahre 1990 und 2010 bekannt, und der Stand im
Jahre 2000 solle aus diesen beiden Angaben ermittelt werden.

Das Arithmetische Mittel wiirde als Ergebnis fiir das Jahr 2000 eine Einwohnerzahl von 150000
liefern. Bei dieser Art der Berechnung wiirde man jedoch das exponentielle Wachstum aufer
Acht lassen und fédlschlicherweise den Wert berechnen, der sich bei linearem Wachstum erge-
ben wiirde.

Das Geometrische Mittel liefert in diesem Beispiel die korrekte Schdtzung:

X, = £/ 100000 - 200000 ~ 141000 .
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Der Grund fiir diesen Zusammenhang wird klar, wenn man sich (berlegt, was exponentielles
Wachstum bedeutet. Die Einwohnerzahl nimmt entsprechend der Funktion

N=N,-e’"

mit der Zeit t zu. Mit Hilfe dieses Wachstumsgesetzes und der Angaben fiir die Jahre 1990 und
2010 ldsst sich der Wachstumsparameter a berechnen:

N
a=2.m| |- L. In(zoooooj ~0,03466 .
t "\ v, )" 20 "\ 100000

Die Einwohnerzahl im Jahr 2000 lédsst sich dann bestimmen, indem man fiir t die mittlere Zeit
t, +t
t, = 173 einsetzt:

t; +t3

N,=N,-e 2 =100000-e>%*® 1% ~ 141000 .

Dies entspricht dem Ergebnis, das man iiber das geometrische Mittel erhiilt.

3.5 Harmonischer Mittelwert
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Sofern es sich bei den Messwerten x, um Verhéltnisse (bzw. Kehrwerte) handelt, flihrt
die Berechnung des arithmetischen Mittels zu einem falschen Ergebnis.

BEISPIEL 3.4:

Ein Autofahrer legt auf der Autobahn eine Strecke von 200 km zuriick. Die erste Hdlfte der
Strecke s, =100km fdhrt er mit v,=80km/h, die zweite Hdlfte s, =100km mit

v, =160 km/h. Wie ist die mittlere Geschwindigkeit?

80 + 160

Die naheliegende Antwort v = Tkm/h = 120km/h ist falsch!
Das korrekte Ergebnis erhdlt man, wenn man die Gesamtstrecke durch die benétigte Gesamt-
_ S;+s S, +s
zeit dividiert: v = ~2 2 - 2.
t; +t, S S,
—= + <
ViV,

Da die beiden Teilstrecken gleich lang sind (s, = s, ), ergibt sich schlieflich:

_ 2
V=—7F 7 ~ 107 km/h

+
80km/h 160 km/h

Die im allgemeinen Fall zu betrachtende GroRRe

% n
: 1 1 1
—+—+ .+
X, X, X

n

heilRt Harmonischer Mittelwert (Harmonisches Mittel).
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3.6 Standardabweichung

Die in Bild 3.3 dargestellten, aus je 7 Messwerten bestehenden Datensatze sind alle durch
den gleichen arithmetischen Mittelwert x =5 gekennzeichnet.

a) b)
7 A 7 A
6 - 6
5 - 5 -
= 4 =47
s s
2 A 0o 2 1 [ [
14 0o 1 L I o o0
0 — 0 —
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 10
c) d)
7 @ 7
6 o 6
5 o 5 4 o
=] ® = 4 @)
o o
2 (] 2 A o
1 o 1 ® o0
0 — 0 —
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bild 3.3: Punktdiagramm zu Datensatzen mit gleichem Mittelwert (x =5)

Obwohl bei allen Verteilungen der gleiche Mittelwert vorliegt, streuen die Einzelwerte of-
fensichtlich unterschiedlich stark um den Mittelwert. D.h., es besteht eine mehr oder
minder grofle Abweichung der Einzelwerte vom Mittelwert. In Bild 3.3c ist diese Abwei-
chung am geringsten, in 3.3b am groRten.

Daher erscheint es zweckmaRig, eine mittlere Abweichung vom Mittelwert in der Weise

zu berechnen, dass man die Summe aller Einzelabweichungen Z (x, —X) durch die Anzahl
i=1

der Einzelwerte n dividiert: Mittlere Abweichung = 1 E (x; =X).
n
i=1

Dabei tritt jedoch die Schwierigkeit auf, dass die Summe aller Einzelabweichungen gleich
null wird:

n

Do =X =(x; —X) +(x, = X)+ (x5 —X) +...+ (x, —X)

=(X; +X, +X3 +...+Xx,)—n-X

n
= in -n-X.
i=1
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Wegen der Beziehung z x; =n-X (Definition des Mittelwerts) folgt schlief3lich

Zn:(xi—i)zo.

Offenbar ist die Summe der Abweichungen der Einzelwerte vom Mittelwert kein brauch-
bares StreuungsmaR.

Eine Alternative besteht darin, die Summe der Absolutbetrdge der Einzelabweichungen
vom Mittelwert zu bilden und durch den Stichprobenumfang zu dividieren. Das so defi-
nierte Streuungsmaf heilt mittlere lineare Abweichung:

D=%§|xi_;|.

Diese MaRzahl ist jedoch nicht gebrauchlich.

Eine sehr wichtige und haufig benutzte Malizahl fir die Streuung erhdlt man dagegen,
wenn nicht die absoluten Betrage, sondern die quadrierten Einzelabweichungen aufsum-
miert und der Mal3zahl zugrundegelegt werden:

Zn:(xi -%)%.

Durch die Quadrierung werden einerseits die Einzelbeitrage zur Gesamtabweichung posi-
tiv, und andererseits werden die vom Mittelwert weiter entfernt liegenden Einzelwerte
starker bericksichtigt. Ein geeignetes Streuungsmald erhdlt man schlieRlich, indem die
vorstehende Summe der quadratischen Abweichungen noch durch den um eins vermin-
derten Stichprobenumfang dividiert wird.

1 n

2 —\ 2
s’ = E X, —X

n—1 i:l(l )

Diese KenngréRe s fiir die Abweichung bezeichnet man als ,Varianz“.

Es fallt auf, dass nicht durch die Anzahl der Einzelwerte n, sondern durch die um eins
verminderte Anzahl n—1 dividiert wird. Der Grund dafir ist, dass die so definierte Vari-

anz der Stichprobe eine ,gute” (mathematisch ausgedriickt: erwartungstreue) Schatzung
der unbekannten Varianz der untersuchten Grundgesamtheit ist.

Die GroRe, die sich durch Radizieren (Wurzelziehen) der Varianz s* ergibt, heiRt (empiri-
sche) Standardabweichung s:

s=\/ni1-§:(xi—i)2.

Da sie aus einer Summe von quadratischen Ausdriicken berechnet wird, ist sie stets eine
positive Zahl (gréBer oder gleich null).

In Zusammenhang mit Wiederholmessungen zum Zwecke der Einschatzung der Messun-
sicherheit findet man gelegentlich Angaben von MaRen in der Form (23 £0,2) mm.

Dabei entspricht die Zahl 23 dem aus den einzelnen Messwerten berechneten Mittelwert
X und die Zahl 0,2 z.B. dem Dreifachen der Standardabweichung dieser Einzelwerte.
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Die Angabe X +3-s beinhaltet also neben dem gemessenen Mittelwert auch eine Infor-
mation Uber die ,Streubreite” der Messwerte.

Da jeder Messwert (z.B. 23 mm) aus einer Malzahl (die Zahl 23) und einer Mafieinheit
(mm) besteht, ist offensichtlich, dass die Varianz zur Angabe der Messunsicherheit unge-
eignet ist (eine Angabe der Form 23 mm =+ 0,04 mm? wire sinnlos).

Die manuelle Berechnung der Standardabweichung s soll anhand der Werte aus Beispiel 3.1 er-
ldutert werden. Dazu ist folgende Tabelle zweckmdfSig:

Laufindex Einzelwerte Abweichung Abweichungs-
quadrat
J X; X; = X (x; — )_()2
1 5 -0,55 0,303
2 6 0,45 0,203
3 6 0,45 0,203
4 3 -2,55 6,503
5 5 -0,55 0,303
6 8 2,45 6,003
7 6 0,45 0,203
8 7 1,45 2,103
9 4 -1,55 2,403
Summe 50 18,227

Tabelle 3.1: Auswertung der Daten aus Beispiel 3.1

x=29_55  s- |1 .18207-151
9 9-1

3.7 Variationskoeffizient

Eine zur Beurteilung von Grundgesamtheiten nicht minder wichtige KenngroRe stellt der
Variationskoeffizient v dar. Beim Variationskoeffizient wird das Ausmal der Streuung der
Einzelwerte auf die GroRRe des arithmetischen Mittelwertes bezogen:

v=—-100 %.

x| | »n

Die Verwendung dieser GroRe ist stets dann von Vorteil, wenn sich die Mittelwerte zwei-
er zu vergleichender Datensatze, die dem gleichen Verteilungstyp unterliegen, stark von-
einander unterscheiden.
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3.8 Spannweite

Ein weiteres gebrduchliches StreuungsmaR ist die Spannweite R (engl.: Range). Die
Spannweite ist die Differenz des letzten und des ersten Wertes einer geordneten Werte-
folge:

R=Xp =Xy

bzw., bezogen auf eine beliebige, ungeordnete Wertemenge, die Differenz des groflten
und des kleinsten Werts:

R =Xmax ~ Xmin

Die Spannweite ist stets eine positive Zahl (groBer oder gleich null).

BEISPIEL 3.5:
Fiir die Wertemenge (2, 3, 7, 5, 3, 2, -2, 0, 4, 3) ergibt sich:

X, =7 x,.=—-2 R=7-(-2)=29.

max min

3.9 Range-Methode zur Bestimmung der Standardabweichung

Die Range-Methode (Spannweiten-Verfahren) ist ein vereinfachtes Rechenverfahren zur
schnellen Ermittlung einer Standardabweichung s;. Dieses Streuungsmall s; stimmt in

guter Naherung mit s Gberein und ist fir viele in der Praxis auftretende Falle hinreichend
genau. Voraussetzung fir die Anwendung dieses einfachen Verfahrens ist, dass dem Da-
tensatz eine Normalverteilung zugrundeliegt und er insbesondere keine AusreilRer ent-
halt.

Die Werte der Messreihe werden in m Gruppen (Stichproben) zu je n Einzelwerten auf-
geteilt. Der Datensatz besteht also aus insgesamt m-n Einzelwerten. Dieses Verfahren

wird i.a. dann angewendet, wenn die Messwerte ohnehin gruppenweise anfallen, z.B. bei
der Median-R-Karte im Rahmen der SPC in Form von 5er-Stichproben.

Der jeweilige Gruppenmittelwert X; ist dann

1 n
J Z ]
n i=1

mit i: Laufindex innerhalb einer Gruppe,
j: Laufindex fiir die Gruppen (j=1,2,...,m).
Die Spannweite jeder Gruppe ist R; =R; .. =R -
Der Mittelwert R der Spannweiten aller Gruppen ist
— 1 &
R=—->R..
m ; !

Aus R und einer tabellierten HilfsgroRe d; wird schlieBlich die Standardabweichung s;

berechnet:
R
Sg = 7

N
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d; ist von der Anzahl n der Einzelwerte je Gruppe sowie der Anzahl m der Gruppen ab-
hangig (s. Tabelle 3.2).

Stichprobenumfang n

2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1,414 1,912 2,239 2,481 2,673 2,830 2,963 3,078 3,179
2 1,279 1,805 2,151 2,405 2,604 2,768 2,906 3,024 3,129
S| 3 1,231 1,769 2,120 2,379 2,581 2,747 2,886 3,006 3,112
§ 4 1,206 1,750 2,105 2,366 2,570 2,736 2,877 2,997 3,103
O| 5 1,191 1,739 2,096 2,358 2,563 2,730 2,871 2,992 3,098
" E 6 1,181 1,731 2,090 2,353 2,558 2,726 2,867 2,988 3,095
§ é 7 1,173 1,726 2,085 2,349 2,555 2,723 2,864 2,986 3,092
@ © 8 1,168 1,721 2,082 2,346 2,552 2,720 2,862 2,984 3,090
§ < 9 1,164 1,718 2,080 2,344 2,550 2,719 2,860 2,982 3,089
§ 10 | 1,160 1,716 2,077 2,342 2,549 2,717 2,859 2,981 3,088
d, 1,128 1,693 2,059 2,326 2,534 2,704 2,847 2,970 3,078

Tabelle 3.2: Werte von d, in Abhingigkeit von nund m. d, ist der Grenzwert von d, fir

unendlich viele Gruppen (d.h. m— ).

BEISPIEL 3.6:
Gruppe Nr.
i 1 2 3 4 5 6
1 70 71 68 72 72 72
2 68 67 72 76 66 69
3 69 66 69 67 63 63
4 69 64 67 68 73 68
5 75 72 69 69 72 68
X; X, =69 X, =67 X;=69 X, =69 Xs =72 X; = 68
R, R, =7 R, =8 Ry =5 R,=9 Rs =10 Rs=9
6
- 1 7+8+5+9+10+9
R=— Z R = - =8
j=1
R 8
Sp=—= ~ 3,4
d, 2,353
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4 Statistische Berechnungen in EXCEL

Messdaten werden haufig in EXCEL-Tabellen erfasst. Meist besteht dann auch die Not-
wendigkeit, einfache statistische KenngroBen unmittelbar in dieser Tabelle zu ermitteln.

Die Berechnung eines Mittelwerts kann man so realisieren, dass man z.B. die in Spalte A
untereinander stehenden Einzelwerte mit Hilfe des Befehls "=SUMME(A1:An)" addiert
und das Ergebnis dann durch die Anzahl n dividiert. Das entsprdache dem in 3.2 erklarten
Vorgehen.

Zur Ermittlung der Varianz kann man miihsam die in Kap. 3.6 beschriebenen Schritte
nachvollziehen, indem man den berechneten Mittelwert von jedem Wert in Spalte A sub-
trahiert und das Ergebnis in die entsprechende Zeile der Spalte B eintragt, anschlieRend
jedes Feld in Spalte B mit sich selbst multipliziert und das Ergebnis in die entsprechende
Zeile in Spalte C eintragt und schliefllich die Spalte C summiert und das Ergebnis durch
n—1 dividiert. Auf diese Weise kdnnen Kenngréfen durch Anwendung der Grundrechen-

arten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division ermittelt werden. Zur Berechnung
der Standardabweichung wird zusatzlich noch das Wurzelziehen bendtigt.

Solche ,Programmieriibungen” sind dem Verstandnis der Formeln und dem Umgang mit
einfachen mathematischen EXCEL-Funktionen sicher dienlich. Sobald es aber um die
schnelle Ermittlung der KenngroRen geht, wird der gelibte Anwender die in EXCEL verflig-
baren Statistikfunktionen nutzen.

Beispielsweise kann der Mittelwert der in den Zeilen 1 bis 10 der Spalte A stehenden
Werte durch Eingabe des Befehls "=MITTELWERT(A1:A10)" z.B. in die Zelle A11 berechnet
werden, dhnlich die Standardabweichung durch Eingabe von "=STABW(A1:10)" z.B. in Feld
A12. Alternativ kdnnen entsprechende Funktionalitdten der grafischen Bedienungsober-
fliche genutzt werden.

Im Zusammenhang mit der Standardabweichung sei auf folgende Besonderheit hingewie-
sen. Die EXCEL-Funktion "STABW" geht davon aus, dass es sich bei den eingegebenen
Werten um Stichprobenergebnisse handelt, mit deren Hilfe die Standardabweichung o
einer groBeren Grundgesamtheit geschatzt werden soll. Die Berechnung von s (als
Schatzwert fiir o) erfolgt dann entsprechend der Formel:

1 : _
S:\/m;‘x“x’z'

In diesem Fall wird die Summe der Abweichungsquadrate also durch den um eins verrin-
gerten Stichprobenumfang geteilt.

Die EXCEL-Funktion "STABWN" geht davon aus, dass die eingegebenen Zahlen bereits der
Grundgesamtheit entsprechen (z.B. KoérpergroRen der Schiler einer Klasse), und die
Summe der Abweichungsquadrate wird durch den Umfang der Grundgesamtheit (Anzahl
der eingegeben Werte) dividiert. Die Berechnung erfolgt also nach der Formel:

1 . —\ 2
S, = /;-;(xi—x) .

Bei groReren Datenmengen, etwa ab n =50, wird der Unterschied der Faktoren

und 1 bedeutungslos (der relative , Fehler” betragt im Falle n =50 ungefdhr 2 %).
n
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Vorsicht mit Kenngréf3en!

Das folgende Beispiel soll zeigen, dass eine Angabe statistischer KenngréRRen allein noch
keinen eindeutigen Schluss hinsichtlich des Uberschreitungsanteils bzgl. eines tolerierten
Grenzwerts (oberer Grenzwert OGW) erlaubt.

BEIsPIEL 4.1:

Messreihe 1, Messwerte x;
22 25 25 26 26
26 22 22 23 25
24 23 24 23 23
23 24 22 26 25
26 25 24 22 24
§ Mittelwert: x = 24,0 Standardabweichung: s, = 1,4434
3
g
g Messreihe 2, Messwerte y;
g' 24 23 22 25 23
N 23 25 21 24 24
24 23 22 26 24
23 26 24 24 25
24 25 28 24 24

Mittelwert: y = 24,0 Standardabweichung: s, = 1,4434

=
o
J

9-
8 - oGW
7 1 1
_ 64 1
T 5 ® 6 06 0 0 '
g 4 ® 060 0 0 '
3 4 ® 6 06 0 0 '
2 - 060 06 o6 |
14 ® 0 0 0 ,
0 T T T T T T T T \
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
10 - o
9 @)
8 @)
7 o oGW
_ 67 o 1
T 5 C I '
< 4 00 !
34 e 00 I
2 ®© © 060 O !
11 © 00000 ! o
O T T T T T T T T T 1
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Bild 4.1: Punktdiagramme zu Messreihe 1 (oben)
und Messreihe 2 (unten)
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Obwohl Mittelwerte und Standardabweichungen beider Messreihen jeweils gleich sind,
liegt im ersten Fall kein einziger Wert oberhalb des oberen Grenzwerts OGW (,,obere To-
leranzgrenze”), wahrend im zweiten Fall ein Messwert OGW {iberschreitet.

Das Beispiel lasst erkennen, dass es bei der Auswertung von Messreihen unumganglich
ist, sich eine moglichst umfassende, ganzheitliche Betrachtungsweise zu eigen zu machen,
und Schliisse nicht allein aufgrund weniger Einzelinformationen zu ziehen. Offensichtlich
darf im vorliegenden Beispiel die ,Verteilung” der Messwerte nicht unberiicksichtigt blei-
ben (vgl. Abschnitt 6.).

HINWEIS:

Hdufig wird angenommen, dass die Begriffe Mittelwert und Standardabweichung sich stets auf
die Normalverteilung (siehe Abschnitt 6.) beziehen. Diese Annahme ist nicht richtig.
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5 Grafische Darstellung von Daten

Eine grafische Darstellung von Daten ermoéglicht dem Betrachter, wesentliche Eigen-
schaften eines Datensatzes schnell zu erfassen. Sie unterstiitzt und erleichtert damit die
Auswertung von Messreihen.

Es ist zum Beispiel recht leicht, anhand eines Urwertdiagramms besondere Merkmale wie
Anfangspunkt, Endpunkt, Trend, Periodizitdt, Anhaufungen von Punkten oder einzelne
Punkte, die von der Mehrheit der Ubrigen Punkte deutlich entfernt liegen, sogenannte
AusreilRer, zu erkennen.

Dariiber hinaus dient aber die Mehrzahl grafischer Darstellungen dazu, Daten im Hinblick
auf ihre statistischen Eigenschaften bewerten und statistische KenngréoBen auch ohne
Rechnerhilfe bestimmen zu kénnen.

5.1 Urwertdiagramm

Das Urwertdiagramm ist eine Auftragung von Messwerten in der Reihenfolge ihrer Ent-
stehung, die Abszisse (x-Achse) entspricht daher haufig der Zeit. Im Rahmen von Prozess-
untersuchungen werden Daten beispielsweise in Abstidnden von Minuten, Stunden,
Schichten oder Tagen erfasst. Die Zeit kann also in diesen Fallen durch Angabe des Da-
tums und der Uhrzeit angegeben werden. Wird eine Untersuchung an Teilen durchge-
fuhrt, die einem Fertigungsprozess als Stichprobe enthommen worden sind, so kdnnen
Entnahmezeitpunkt und der Zeitpunkt der Vermessung der Teilemerkmale stark differie-
ren. Dies spielt unter Umstdanden eine Rolle bei Produkten, die sich zeitlich verandern
kénnen (z.B. Kunststoffteile, Klebeverbindungen).

Bei experimentellen Untersuchungen kann dagegen ein Vorgang von Interesse sein, des-
sen Beginn als Nullpunkt der Zeitskala definiert wird (z.B. Einschwingverhalten einer Re-
geleinrichtung). Das folgende Beispiel zeigt den Temperaturverlauf in einem Trockenofen
mit einfacher Zweipunktregelung.

80 - mmmmmmm T o oo oo oo —m—————-----
75 t+---------- - -------=-= o - - o g~ -~ - ------ ot ---------= »*
70 +------- B o e e L L e L e e

65 +----- 87T -

Temperatur/°C

I e R EEEEETEE

50 T T T T T T T T T 1

Zeit/ min

Bild 5.1: Beispiel eines Urwertdiagramms
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5.2 Strichliste, Punktdiagramm

Beispiele flir Punktdiagramme sind in den vorangegangenen Abschnitten 3.1, 3.6 und 4.
zu finden. Diese Punktdiagramme sowie Haufigkeitsdiagramme oder Histogramme wer-
den im Folgenden auch zur Erlduterung einer Klasseneinteilung herangezogen.

Ein Punktdiagramm geht aus einer Strichliste hervor, wenn wie im nachfolgenden Beispiel
jede Funfergruppe (natirlich sind auch andere Gruppierungen méglich) durch einen Punkt
reprasentiert wird. Man vergleiche Bild 5.2 mit Bild 4.1. (unten). In beiden Féllen liegt
sozusagen in natlrlicher Weise eine Klasseneinteilung (s. Abschnitt 5.3) vor, da nur ganz-
zahlige Merkmalswerte auftreten. Die Hohe einer ,Saule” ist ein Mal fiir die absolute
Haufigkeit des zugehorigen Merkmalswerts.

Bild 5.2: Beispiel einer Strichliste

5.3 Klasseneinteilung, Histogramm

Ist die Anzahl der einer Stichprobe zugrundeliegenden Messwerte grofRer als etwa 25, so
wird zweckmaRigerweise eine Klasseneinteilung vorgenommen.

Die Vorgehensweise bei einer Klasseneinteilung soll an einem Beispiel mit nachfolgend
aufgefiihrten Messwerten erldutert werden. Die Messwerte, in Millimetern (mm) ange-
geben, sind angenommen; sie kdnnten aber z.B. aus einem Fertigungsprozess stammen,
wie etwa dem Absadgen von Stangenmaterial.

BEIsPIEL 5.1:
Gegeben sei folgende Urliste mit 50 Werten:

8,0 7,0 7,4 8,0 7,0
7,4 7,8 7,5 7,7 6,9
6,5 7,5 7,6 7,3 8,0
7,0 7,5 7,1 7,4 8,6
6,0 8,0 7,0 8,0 6,9
7,5 8,4 6,8 8,3 8,0
8,3 7,3 7.0 7.5 7.9
8,0 7,5 7,0 6,5 7,8
5,8 7,8 6,3 7,5 7,9
9,0 8,0 7,1 7,0 7,4
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Trdgt man unter Berlicksichtigung einer Klasseneinteilung die Messwerte in ein Hdufigkeits-
schaubild ein, so ergibt sich unter Zugrundelegung von 7 Klassen folgende Darstellung:

16 e

[EnY
o
I

[ERN
N
|

[ER
o
|

Absolute Haufigkeit
e

6,0 6,5 7,0 7,5 8,0 8,5 9,0 9,5

2020-04-06 - SOCOS
o N
f
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
- 1
1
1
1
1
N 1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
F I
1
1
1
1

Bild 5.3: Haufigkeitsschaubild zu Beispiel 5.1; k=7, w=0,5

Eine Klasseneinteilung mit 22 Klassen ergibt dagegen folgendes Hdufigkeitsschaubild:

Absolute Haufigkeit

© o O o VW W OVWOWmOoOIwmOoOLwmOoILuwnOoIw|nmOoLwnmao
e T mMmMs 9™ QAN MY Qo NS NN O
N 06 V6 V68UV UV6 O NNNRKNNRKNINGOWOGW G 6 d 0 O

Bild 5.4: Haufigkeitsschaubild zu Beispiel 5.1; k =22, w=0,15

Offensichtlich haben die gewdahlte Klassenzahl und die Klassenbreite einen groRen Einfluss
auf das ,Aussehen” des Haufigkeitsschaubildes.

Einen Anhaltswert flr eine geeignete Wahl der Anzahl k der Klassen gibt die Formel
(Faustregel):

k~+n fiir 25<n<100.

Die Einschrankung bzgl. des Stichprobenumfangs lasst erkennen, dass diese Formel nur
fir Messreihen bis zu 100 Werten gilt. Bei weniger als 25 Werten ist es meist nicht mehr
sinnvoll, ein Haufigkeitsschaubild zu erstellen.

© Robert Bosch GmbH | Stand 01.2016 -29 -



http://rb-socos-c.de.bosch.com/SOCOS/qr/?file=CGP-01900-001_BBL_N_DE_2016-01-01.pdf

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

Grundlagen der Technischen Statistik — Kontinuierliche Merkmale

Liegen dagegen mehr als 100 Messwerte vor, so empfiehlt sich die Wahl der Klassenzahl
entsprechend der Formel:

k=5-log(n) fur n>100.

Unter Beriicksichtigung dieser Regeln ergeben sich also etwa folgende Klassenzahlen:

Anzahl der Messwerte Anzahl der Klassen Tabelle 5.1: Anzahl der Klassen k in Ab-
n k hangigkeit von der Anzahl der Mess-
werte n

ab 25 5

30 6

45 7

60 8

75 9

100 10

200 12

Wie man den Haufigkeitsschaubildern entnehmen kann, umfasst jede Klasse einen be-
stimmten Wertebereich. Die Grenzen eines jeden Bereichs (Intervalls) heiRen untere und
obere Klassengrenze, die Lange eines solchen Intervalls bezeichnet man als Klassenbreite
w.

Ein moglicher Ansatz zur Wahl dieser Klassenbreite besteht darin, sie anhand der Formel

Xmax ~ Xmin

WZT aus der Spannweite zu berechnen. Dies hat aber meist Klassengrenzen

mit mehreren Nachkommastellen zur Folge und kann zu leeren Klassen fiihren.

Das Hdufigkeitsschaubild nach Bild 5.3 wurde anhand der n=50 Werte aus Beispiel 5.1 er-

stellt. Entsprechend obiger Regeln fiir die Wahl der Gréfien k und w ergaben sich folgende
Werte:

kx=450~7 und w= Xmax = Xmin_ _ 90->538 x

0,5.
k-1 7-1

In den Bildern 5.3 und 5.4 wurden die Klassengrenzen durch entsprechende Wahl der
zweiten Nachkommastelle so festgelegt, dass jeder Merkmalswert eindeutig einer Klasse
zugeordnet werden kann. Eine andere Moglichkeit einer eindeutigen Zuordnung besteht
darin, jeweils die rechte Klassengrenze mit zum Intervall zu zahlen oder Werte, die mit
einer Klassengrenze identisch sind, jeweils zur Halfte auf die beiden benachbarten Klassen
aufzuteilen.

HINWEIS:

Es sind Situationen denkbar, in denen es vorteilhaft sein kann, die Klassenbreiten unter-
schiedlich zu wdhlen. Beispielsweise versagt obige Regel zur Berechnung der Klassenbreite
meist, wenn der Datensatz einen AusreifSer enthdlt.

Die strikte Befolgung dieser Regel kénnte dann dazu fiihren, dass nur die beiden duferen Klas-
sen besetzt sind (eine dieser Klassen enthdlt lediglich den Ausreifser) und alle (ibrigen leer blei-
ben. Man kann dies vermeiden, indem man beispielsweise bei der Klasseneinteilung einzelne
Extremwerte zundchst unberiicksichtigt Idsst und sie nach Festlegung einer fiir die Situation
sinnvollen Klasseneinteilung jeweils der entsprechenden duferen Klasse (erste bzw. letzte Klas-
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Grundlagen der Technischen Statistik — Kontinuierliche Merkmale

se) zuordnet. Dies bedeutet, dass die duflere rechte Klasse nach oben, die duflere linke Klasse
nach unten offen ist.

Es ist nicht auszuschliefSen, dass auch Statistikprogramme, die (beispielsweise zur Histogramm-
erstellung) Klasseneinteilungen nach wenigen einfachen Regeln vornehmen, je nach , Exotik”
des Datensatzes aus genannten Griinden unbrauchbare Darstellungen liefern. Daher bieten sie
dem Benutzer meist die Méglichkeit, die Klasseneinteilung nach eigenem Ermessen zu korrigie-
ren.

Bevor auf die Berechnung des Mittelwertes x und der Standardabweichung s aus einer
Klasseneinteilung eingegangen wird, sollen noch einige wichtige Begriffe erlautert wer-
den.

Klassengrenzen:

Jede Klasse einer Klasseneinteilung wird begrenzt durch eine untere Klassengrenze x';

und eine obere Klassengrenze x';.

Klassenmitte X;:

Die Klassenmitte entspricht dem arithmetischen Mittel von unterer und oberer Klassen-
grenze:

1 1
- X'y + X
=
2
Klassenbreite w;:
Die Klassenbreite entspricht dem Abstand zwischen unterer und oberer Klassengrenze:
R B |
w;=x'; = x' .

Im Allgemeinen haben alle Klassen gleiche Klassenbreite, d.h. w; =w fir alle Klassen.

Absolute Haufigkeit n;:

Anzahl der Werte, die auf die betreffende (j-te) Klasse entfallen (man spricht auch von
»absoluter Klassenhaufigkeit").

Relative Haufigkeit h;:

Absolute Haufigkeit dividiert durch die Gesamtzahl n der Werte des Datensatzes:
n. k
h = FJ mit n=Z:nj =n,+n,+n; +...4+n.
i=1
Absolute Summenhaufigkeit G;:

Summe der absoluten Haufigkeiten n; von der ersten bis zur j-ten Klasse (einschlieRlich).

G, =

“

[

n,=n; +n, +Nn;3 +...+n,

Relative Summenhaufigkeit H;:

Relativer Anteil aller Werte unterhalb der oberen Klassengrenze der j-ten Klasse:
i
Hy=> h;=h, +h, +hy+...+h

i=1

i

G,
oder, was bei Rechnung von Hand einfacher ist: H; =—
n
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Bei einem Haufigkeitsschaubild wird die Verteilung der Messwerte, also der Zusammen-
hang zwischen einer Variablen x und der Haufigkeit ihres Auftretens, dargestellt. Werden
Uber der Merkmalsachse die absoluten Haufigkeiten aufgetragen, so erhalt man ein Hau-
figkeitsdiagramm (vgl. Bilder 5.3 und 5.4).

Tragt man dagegen die relativen Haufigkeiten auf, so erhdlt man ein sogenanntes Histo-
gramm (auch Balkendiagramm genannt).

Aus den Werten von Beispiel 5.1 ergibt sich z.B. folgende Darstellung:

3506 oo

30% -------mmmmmmmmmeeoooee-

25% --------------o---o--S322

20% t-----------m-mmm-o-

15% --------m-mmmmo-

2020-04-06 - SOCOS
Relative Haufigkeit

10% ----=------------o-

5% f--------72-]

0% ]
0%

6,0 6,5 7,0 7,5 8,0 8,5 9,0 9,5

Bild 5.5: Histogramm zu den Werten aus Beispiel 5.1

Dabei sind Gber den Merkmalsklassen Rechtecke gezeichnet, deren Hohen den Haufigkei-
ten h; entsprechen (bei konstanter Klassenbreite). Die folgende Tabelle fasst alle wesent-

lichen KenngroRen zusammen:

Klasse untere obere Absolute Relative Relative Hilfsgréfe | Hilfsgrofse
Nr. Klassen- | Klassen- | Hdufigkeit | Hdufigkeit Summen- (s. Text) (s. Text)
grenze grenze hédufigkeit
X' X n; h; H; n;-x; n}~xj2
1 5,75 6,25 2 4% 4% 12,0 72,0
2 6,25 6,75 3 6% 10 % 19,5 126,8
3 6,75 7,25 12 24 % 34 % 84,0 588,0
4 7,25 7,75 15 30 % 64 % 112,5 843,8
5 7,75 8,25 13 26 % 90 % 104,0 832,0
6 8,25 8,75 4 8% 98 % 34,0 289,0
7 8,75 9,25 1 2% 100 % 9,0 81,0
z n=50 100 % 375,0 2832,6
Tabelle 5.2
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5.4 Summenkurve

Werden die relativen Summenhaufigkeiten lGber den oberen Klassengrenzen aufgetragen,
so erhalt man einen s-férmigen Kurvenzug, die sogenannte Summenkurve.
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Bild 5.6: Summenkurve zu den Werten aus Beispiel 5.1

Der Vorteil der Summenkurve gegeniiber dem Haufigkeitsschaubild ist leicht erkennbar.
Es kann ohne groRe Miihe abgelesen werden, wie viel Prozent der Messwerte unterhalb
eines bestimmten Wertes auf der x-Achse liegen (z.B. zur Abschatzung eines Ausschussan-
teils). Im gezeigten Beispiel liegen 90% der Daten unterhalb des Wertes 8,25, bzw. 10%
der Daten oberhalb dieses Wertes. Sofern die Urwerte des Datensatzes nicht bekannt
sind, so kdonnen folgende Formeln nutzlich sein, die es erlauben, Mittelwert und Stan-
dardabweichung anhand der Informationen zu berechnen, die im Histogramm enthalten
sind (zur Erinnerung: die x; bezeichnen hier die Klassenmitten).

k

n
. (nj.xj):
i=1

Xy N, Xy NG Xy N X

Mittelwert: X =

S|

n

k
Varianz: s> = —= -an-(xj—i)zz ! Z:(nj-sz)—n-i2
j i

Standardabweichung: s= \/s_2

Die absoluten Haufigkeiten n; kénnen anhand der relativen Haufigkeiten h; berechnet

werden: n, =n-hj.

Im obigen Beispiel (vgl. Tabelle 5.2) findet man:

)_(:

ﬂ:ZE und s?=

-(2832,6 —50-7,5%)=0,41 und schlieflich s=0,64.
50 50-1

Bei Berechnung dieser Gréfen anhand der Urwerte ergibt sich: x =7,454 und s = 0,6399.
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6 Statistische Verteilungen

6.1 GaulBlsche Normalverteilung

VergroRert man (bei konstanten Messbedingungen) den Umfang n einer Messreihe fort-
laufend (d.h. die Anzahl der Messwerte wird theoretisch unendlich groR), und verringert
man gleichzeitig die Klassenbreite (gegen null), so ndhert sich die Summenkurve (vgl. 5.4)
einer Grenzkurve, die der Verteilung (Verteilungsfunktion) der (unendlichen) Grund-
gesamtheit entspricht. Analog dazu nahert sich die gestufte Linie, die den oberen Rand
des Histogramms darstellt, einer Grenzkurve, welche die grafische Darstellung einer
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ist (vgl. Bild 6.1, n— o, Klassenbreite w — 0).

/\ ) /Gi | ik
/ N i
AN

Bild 6.1: Schema zur Veranschaulichung des Ubergangs vom Histogramm zur Dichte-
funktion am Beispiel Normalverteilung

Jedem Punkt auf der Merkmalsachse entspricht eine Zahl mit theoretisch unendlich vielen
Nachkommastellen, also z.B. x = 73,26452718 .... Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Merk-

mal (mit bekannter Verteilung) exakt diesen Wert annimmt, ist null. Dagegen ist die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Merkmalswert im Bereich (Intervall) zwischen 73,2 und 73,4
liegt, eine endliche Zahl groRRer null. Man erhélt eine solche Wahrscheinlichkeit, indem
man einen Wert der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion mit der Intervallbreite multi-
pliziert. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ist sozusagen die Verallgemeinerung der
relativen Haufigkeit bei gegen null schrumpfender Klassenbreite.

Der Begriff ,Dichte” beruht auf einer Analogie zwischen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und der Mechanik starrer Korper (vgl. z.B. [3]).

Die Flache, die von der Kurve der Dichtefunktion und einem bestimmten Intervall der
Merkmalsachse begrenzt wird, entspricht der Wahrscheinlichkeit, mit der Merkmalswerte
der Grundgesamtheit auf dieses Intervall entfallen. Diese Flache ist also ein grafisches
Analogon zur Wahrscheinlichkeit. Die Gesamtflache, die von einer beliebigen Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion und der Merkmalsachse (zwischen minus unendlich und
plus unendlich) begrenzt wird, entspricht stets dem Wert 1 (= 100 %).

In der Vergangenheit hat sich gezeigt, dass man bei experimentellen Untersuchungen und
statistischen Beobachtungen haufig Merkmalsverteilungen findet, die Histogramme mit
dhnlichem Aussehen ergeben. Der Mathematiker C. F. GauR hat dieses Phdanomen an
Landvermessungsdaten untersucht. Dieser Verteilungstyp hat den Namen ,Normal-
verteilung” und dient haufig als Verteilungsmodell fiir technisch-statistische Phanomene.
Wegen ihrer charakteristischen Form wird die Darstellung der Dichtefunktion dieser Ver-
teilung auch ,Gaullsche Glockenkurve” genannt.
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6.1.1 Eigenschaften und KenngroBen der Normalverteilung

Die Glockenkurve ist die grafische Darstellung der Dichtefunktion der Normalverteilung,
welche durch die mathematische Beziehung

=t o[
G421

beschrieben wird.

Die Funktion (und damit die Kurve) ist durch die Parameter p und o eindeutig bestimmt.
Dabei stellt u den Mittelwert der Verteilung dar und ¢ deren Standardabweichung.

Anhand der Funktionsgleichung bzw. ihrer grafischen Darstellung lassen sich weiterhin ei-
nige Besonderheiten erkennen:

e Die Kurve ist symmetrisch zum Mittelwert p.

e Die Kurve besitzt an den Stellen p—o und p+ c jeweils einen Wendepunkt. Dies
bedeutet, dass z.B. an der Stelle u — o die von der x -Achse weg gerichtete Krim-
mung der Kurve in eine zur x -Achse hin gerichtete Kriimmung Ubergeht.

e Die Kurve verlauft von x = —o bis x =+ . Das ist jedoch nur fiir eine theoretische

Betrachtung interessant. Praktisch bedeutend ist die Kurve meistens nur im Ab-
stand von jeweils etwa drei bis vier Standardabweichungen vom Mittelwert

nach links und nach rechts in Bild 6.2. Dort ndhert sich die Kurve schon der
x -Achse.

Wie bereits angedeutet entspricht die Flache unter der GauRkurve einer unendlich gro-
Ren Anzahl von Messwerten aus einer normalverteilten Grundgesamtheit. Wird diese Fla-
che gleich 1 (entsprechend 100 %) gesetzt, so kann ein zwischen zwei Punkten liegender
Anteil (in %) ermittelt werden.

Werden auf der Merkmalsachse, ausgehend vom Mittelwert p nach links und rechts ent-

sprechende Strecken in Vielfachen der Standardabweichung abgetragen, so kann in Ab-
hangigkeit von o der Anteil der Verteilung angegeben werden. Im Bild 6.2 sind diese An-
teile fiir die Bereiche p+1-0, p+2-0 und p £ 3-c als graue Flachen hervorgehoben.

Dementsprechend ergibt sich fiir den Bereich
ptl-c einAnteilvon 68,3 %,
pt2-c einAnteilvon 95,4 %,
pt3.-c einAnteilvon 99,7 %.

Man sieht, dass auBerhalb von p £ 3-c nur noch ein verschwindend geringer Anteil, nam-
lich nur 0,3 % (= 100 % - 99,7 %) der Verteilung liegt (siehe Bild 6.2).
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Bild 6.2: Flacheninhalte unter der Glockenkurve
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6.1.2 Verteilungsfunktion

In Abschnitt 5.4 ist beschrieben, wie die Summenkurve einer Haufigkeitsverteilung ermit-
telt wird. Durch Addition der einzelnen relativen Klassenhdufigkeiten werden relative
Summenhaufigkeiten bestimmt, die schlieBlich Gber den oberen Klassengrenzen aufge-
tragen werden. Die zugehorigen Punkte werden stlickweise durch Geraden verbunden. An
der letzten oberen Klassengrenze sind dann alle Werte (= 100 % der Verteilung) beriick-
sichtigt.

Die Summenkurve der Gaulverteilung, wird im Prinzip ebenso ermittelt. Dabei muss die
in Abhdngigkeit vom Merkmalswert x gebildete Haufigkeitssumme, die ja einem be-
stimmten Flachenanteil unter der GauBBkurve entspricht, durch ein besonderes mathema-
tisches Verfahren, die Integration, berechnet werden.
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Bild 6.3: Veranschaulichung der Integration

Die Funktion, welche die Summenkurve einer Wahrscheinlichkeitsverteilung beschreibt,
nennt man Verteilungsfunktion F(x). Sie gibt flir jedes x die Wahrscheinlichkeit an, dass
ein zufallig gemessener Wert kleiner oder gleich x ist.

Mathematisch formuliert ergibt sich damit die Summenwahrscheinlichkeit bis zur Stelle x
durch die Verteilungsfunktion:

%' Ie_;[v“u)zdv,
G421 2

F(x) entspricht der Flache unter der GauRschen Glockenkurve bis zum Wert x.

F(x) =

Bild 6.3 veranschaulicht die Bedeutung der Integration. Die Flache unter der Kurve bis zur
Stelle x wird ndaherungsweise berechnet, indem man jeweils die Flachen schmaler Recht-
ecke (Breite Ax) bestimmt und aufsummiert. Das Ergebnis wird umso genauer, je schma-

ler die Rechtecke werden (Grenziibergang Ax—0).
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In Bild 6.4 (unten) ist die Verteilungsfunktion als Kurve dargestellt.

0,45 -
0,40 H
0,35 -
0,30 A
0,25 H

f(x)

0,20 A
0,15 H
0,10 -
0,05 A

0,00

1,00 ~

0,90 ~

0,80 A

0,70 A

0,60 A

0,50 4= = =

F(x)

0,40 A

0,30 A

0,20 A

0,10 A

0,00
u-3c n-20 u-1lo I M+lo p+20 p+3c0

Bild 6.4: Gegeniiberstellung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (oben) und
der Verteilungsfunktion (unten) der Normalverteilung

Aus dieser Darstellung geht hervor, dass beim Mittelwert p die Summenhaufigkeit 50 %

betragt. Die 0-%-Linie, sowie die 100-%-Linie werden von der Kurve theoretisch erst im
Unendlichen berlhrt, bei p—3-0, bzw. p + 3.0 sind jedoch die entsprechenden Linien

nahezu schon erreicht. Bei u—3-c betrdgt die Summenwahrscheinlichkeit 0,135 %, bei
K + 3-c hat sie den Wert 99,865 %.

Es ldsst sich nun sehr leicht erkennen, dass der Anteil der Verteilung zwischen u—-3-c
und p+ 3-c ungefahr 99,73 % betragt, namlich 99,863 % - 0,135 %.
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6.1.3 Standardnormalverteilung

lhre groBe praktische Bedeutung erhalten die GauBRkurven erst durch einen Standardi-
sierungsprozess. Das wird verstandlich, wenn man bedenkt, dass fiir jede beliebige Nor-
malverteilung die dazugehérige GauRRkurve gezeichnet werden kann.

Die Standardisierung bewirkt, dass alle GaulRkurven in eine Standardkurve mit Mittelwert
1 =0 und Standardabweichung o =1 Uberfiihrt werden. Dies wird durch folgende Trans-

formation erreicht:

X —
u= u
(o)

Durch die Subtraktion x — p wird der Mittelwert zum Nullpunkt hin verschoben. Die Divi-

sion durch die Standardabweichung entspricht einer Stauchung (bzw. Dehnung) der Abs-
zisse, so dass sich die Standardabweichung 1 ergibt. Bild 6.6 veranschaulicht diese Skalen-
transformation.

0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10

0,05

0,00 T T T T T T T
MU-3c M-20 M-1lo vl u+lo L+26 W+30

Bild 6.5: Glockenkurve der Standardnormalverteilung

Zum Zeichnen der Glockenkurve kann man folgende Naherungswerte benutzen, bei einer
beliebigen Wahl des Maximums M in mm (vgl. Bild 6.5):

Abszisse n+0,5-c ptl-c ptl,5-c pt2-c ut3.c

Ordinate Z-M E-M 2,5 ‘M E-M 0,1 ‘M
8 8 8 8 8

~0,88-M ~0,63-M ~0,33-M ~0,13-M ~0,01-M

Tabelle 6.1: Naherungswerte zur grafischen Darstellung der GauRkurve

Der Vorteil der Standardisierung liegt darin, dass fur GaulRverteilungen mit beliebigen p

und o die Wahrscheinlichkeitsdichte und damit auch die Summenfunktion (Summen-
haufigkeit) nur vom Wert der Variablen u abhéangt.
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f(x)
| |
I
u-3c U-26 Mn-1c vl u+lc p+2c U+ 3o
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Bild 6.6: Darstellung der Uberschreitungsanteile

Zwei neue Begriffe tauchen in Zusammenhang mit dieser Darstellung auf:

e Die GroRRe P, welche die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, dass ein zufallig gemes-
sener Wert zwischen x, und x,__, liegt (engl.: Probability = Wahrscheinlichkeit)

und

e der Uberschreitungsanteil a.. Diese GréRe entspricht der Wahrscheinlichkeit, mit
welcher der gemessene Wert kleiner als x, ist. Wegen der Symmetrie ist o auch

gleich der Wahrscheinlichkeit, dass der gemessene Wert gréRer als x,_,, ist.

Die Flache unter der GaulRkurve entspricht P+2-00=1=100%.

Fir den Bereich n + 3-c ergibt sich die Wahrscheinlichkeit P =99,73% und daher fir den
einseitigen Uberschreitungsanteil der Wert o = 0,135% (wegen 2-o.=0,27% ).

Dem Uberschreitungsanteil o sind auf der Merkmalsachse sogenannte Streugrenzen zu-
geordnet und zwar eine untere, die mit x_, und eine obere, die mit x,_, bezeichnet wird.

Durch Umstellung der Normierungsgleichung

X —
u= a
(o)

lassen sich diese Streugrenzen leicht berechnen. Es gilt: x,_, =p+u,_,-G.
Da die Normalverteilung symmetrisch ist, gilt auBerdem:
X, =p+u,-cmtu,=-u_, = X,=H-U_,-OC.

Nun wird der praktische Nutzen der Standardisierung verstandlich: Fir jede Gaulver-
teilung mit beliebigen pn und o liegt zwischen den Streugrenzen x_, und x,_, der Anteil

P der Verteilung.
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Dieser allgemeingtltige Zusammenhang zwischen u und P ist aus folgender Tabelle er-
sichtlich:

u 1,0 1,28 1,64 1,96 2,0 2,33 2,58 3,0 3,2
P(£u) % 68,3 80,0 90,0 95,0 95,4 98,0 99,0 99,7 99,9
o % 15,9 10,0 5,0 2,5 2,28 1,0 0,5 0,135 [ 0,05

Tabelle 6.2: Zusammenhang zwischen u und P

In Abschnitt 10 ist eine detailliertere Tabelle der Standardnormalverteilung wiedergege-
ben. Allerdings werden dort etwas andere Bezeichnungen verwendet. D(u) entspricht der
hier P genannten GréRe und ®(—u) ist mit a identisch.

6.2 Das Wahrscheinlichkeitsnetz der Normalverteilung

Das Wahrscheinlichkeitsnetz der Normalverteilung ist ein Hilfsmittel zur grafischen Be-
stimmung statistischer KenngréRen eines Datensatzes. Zudem bietet es die Moglichkeit zu
prifen, ob die Werte des Datensatzes aus einer Normalverteilung stammen kénnen oder
nicht.

Die Ordinaten-Teilung des Wahrscheinlichkeitsnetzes ist derart konstruiert, dass aus
Normalverteilungen stammende Datensdtze Punktefolgen liefern, die auf einer Geraden
liegen. Bildlich gesprochen wird die Summenkurve aus Bild 6.4 durch entsprechende Ver-
zerrung der Ordinatenachse , gerade gebogen”. Dies wird erreicht, indem die zu ganzzah-
ligen Vielfachen der (dimensionslosen) GroRe u gehdrenden Summenhaufigkeiten auf der
Ordinate gleiche Abstdnde zueinander erhalten. Die Abszisse, also die Merkmalsachse
(hier fiir die u dargestellt, vgl. Abschnitt 6.1.3), hat eine lineare Teilung.

1,2

S & 7‘
1,1

1 ._______.._____________________7L[.>_(R-" """"
0,9 forsl

413% 4 =———mmmmmmmmmmm—mm— ,C( f2;97,7% |
0,8 84,13% ~

0,5 50% ot //

1587% T —— < .—.,0 ﬁ -1;15,87%
0,1 y

Bild 6.7: Schema zur Entstehung des Wahrscheinlichkeitsnetzes der Normalverteilung
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Grundlagen der Technischen Statistik — Kontinuierliche Merkmale

Da normalerweise die aus einer Stichprobe ermittelten Werte der relativen Summenhau-
figkeit nur angenahert der theoretischen Normalverteilung folgen, sind die entsprechen-
den Punkte im Wahrscheinlichkeitsnetz durch eine Ausgleichsgerade zu approximieren.

Die Anwendung und der praktische Nutzen des Wahrscheinlichkeitsnetzes werden im fol-
genden Abschnitt erlautert.

Haufigkeitsschaubild mit Wahrscheinlichkeitsnetz

Mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitsnetzes der Normalverteilung kann man priifen, ob fir
den betrachteten Datensatz die Annahme dieses Verteilungsmodells gerechtfertigt ist
oder nicht. Dartiber hinaus kénnen statistische KenngréRen des Datensatzes auf einfache
Weise ermittelt/abgelesen werden.

Der relativen

Summenhaufigkeit entspricht

50 % der Mittelwert x
99,865 % der Wert X +3-s
0,135% der Wert X —3-s

Diese Zusammenhange begriinden die Handhabung des Wahrscheinlichkeitsnetzes.

Bei Messreihen, die aus mehr als 25 Messwerten bestehen, und die mit Hilfe einer Klas-
seneinteilung ausgewertet werden, tragt man die Werte der relativen Summenhaufigkeit
an den oberen Klassengrenzen in das Wahrscheinlichkeitsnetz ein.

Bei kleineren Messreihen erstellt man zunachst eine geordnete Liste (Messwerte der
GroRe nach ordnen) und ordnet diesen Werten Summenhdaufigkeiten H,(n) zu, die mit Hil-

i-0,3

fe der Ndherungsformel H;(n) = berechnet werden kénnen (i=1,2,...,n).

7

H;(n), Hy(n), ..., H,(n).
AnschlieBend werden die Punkte (x(i), H.(n)) ins Wahrscheinlichkeitsnetz eingezeichnet.

Durch die sich ergebende Punktefolge wird eine Ausgleichsgerade in der Weise gezeich-
net, dass die Abstdnde der Punkte zur Geraden moglichst klein werden und etwa gleich
viele Punkte oberhalb und unterhalb der Geraden liegen. Je besser die Punktefolge durch
die Gerade approximierbar ist, um so eher ist das Modell der Normalverteilung zur Be-
schreibung des ausgewerteten Datensatzes geeignet.
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Die grafische Bestimmung statistischer Kenngréfen sei anhand des Beispiels 6.1 erldutert.

Grafische Bestimmung des Mittelwerts

Den Mittelwert x findet man, indem man den Schnittpunkt der horizontalen Linie bei 50 %
Summenhdufigkeit mit der Ausgleichsgeraden aufsucht und den zugehérigen Wert auf der
x-Achse abliest.

Man findet x = 346.

Grafische Bestimmung der Standardabweichung

Die Standardabweichung s ldsst sich ermitteln, indem man die zu den Summenhdufigkeiten

99,865 % (entspricht x + 3-s) und 0,135 % (entspricht x — 3-s) gehérenden x -Werte abliest

— im vorliegenden Beispiel sind dies die Werte x =366 und x =324 — und deren Differenz

durch 6 teilt.

366 — 324 42
6 6

Man findet also: s = 7.

Grafische Bestimmung eines Uberschreitungsanteils

Im vorliegenden Fall ist der obere Grenzwert OGW = 360 (,obere Toleranzgrenze”). Den theo-

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

retischen Anteil der Grundgesamtheit, der OGW (iberschreitet, findet man, indem man an die-
ser Stelle eine senkrechte Linie zeichnet und deren Schnittpunkt mit der Ausgleichsgeraden be-
stimmt. Die zu diesem Schnittpunkt gehérende Summenhdufigkeit entspricht dem Anteil der
Grundgesamtheit, der unterhalb OGW liegt, hier also etwa 97,5 %.

Der gesuchte Uberschreitungsanteil (einseitig rechts) ist dann die Differenz zu 100 % also
2,5 %.

Der Anteil, der einen bestimmten unteren Grenzwert UGW (,untere Toleranzgrenze®) unter-
schreitet, ergibt sich analog dazu. Man muss also bei UGW eine Senkrechte zeichnen und die
zum Schnittpunkt mit der Ausgleichsgeraden gehérige Summenhdufigkeit ablesen. Dieser Wert
entspricht unmittelbar dem gesuchten Uberschreitungsanteil (einseitig links).

Der sogenannte zweiseitige Uberschreitungsanteil ist die Summe aus dem unteren (einseitig
linken) und dem oberen (einseitig rechten) Uberschreitungsanteil. Er gibt den Anteil der Einhei-
ten der Grundgesamtheit an, deren Merkmalswerte aufSerhalb des Toleranzbereichs liegen.

© Robert Bosch GmbH | Stand 01.2016 -43 -



http://rb-socos-c.de.bosch.com/SOCOS/qr/?file=CGP-01900-001_BBL_N_DE_2016-01-01.pdf

Hier ist die Hdufigkeitsverteilung einer Stichprobe von 50 Messwerten dargestellt.

Beispiel 6.1: Staudruckwerte von Ventilkegeln
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BEISPIEL 6.3: Staudruckwerte an Ventilkegeln

15 Messwerte) im Wahr-

scheinlichkeitsnetz. In folgender Tabelle sind die Messwerte x; (10 N/mm?) und die zugehéri-

Dieses Beispiel zeigt die Auswertung einer ,kleinen Messreihe” (n

gen relativen Summenhdufigkeiten H;(n) zur Eintragung der Punkte (x(,), H;(n)) ins Wahr-

scheinlichkeitsnetz (in aufsteigender Reihenfolge) angegeben.

., 15 berechnet.

I_0/3 .. .
fir i=1,2,..
n+0,4

Letztere wurden mit Hilfe der Néherungsformel H;(n)

~0,11=11%.

2-0,3
15+0,4

Beispiel: H,(15)
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Q14 o mm = o mm

ge aufgetragen. Aus dieser Darstellung ergibt sich in einfacher Weise das Héufigkeitsschaubild.
10,

In diesem Fall wurden die Messwerte dhnlich wie bei einer Urwertkarte in zeitlicher Reihenfol-

BEISPIEL 6.4: Untersuchung des Prozesses , Buchsen schleifen”
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6.3 Logarithmische Normalverteilung

Wenn ein Merkmal aus physikalischen Griinden eine bestimmte Grenze nicht iber- bzw.

unterschreiten kann, ergibt sich haufig eine sogenannte schiefe (asymmetrische) Vertei-
lung der Merkmalswerte. Das ist z.B. der Fall bei den Merkmalen Durchbiegung und

ist oder bei der Rockwell-Harteprifung

von Stahl, bei der eine bestimmte Mindestharte nicht unterschritten wird. Die Auswer-
tung des Haufigkeitsschaubildes einer solchen schiefen Verteilung im Wahrscheinlich-

Null“
keitsnetz der Normalverteilung ergibt eine gekrimmte Linie (Bild 6.8).

”n

Rundheit, bei denen der untere Grenzwert

O-r 100%
-- 50%
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Auswertung einer schiefen Verteilung im Wahrscheinlichkeitsnetz der

Normalverteilung

Bild 6.8
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6.3.1 Wahrscheinlichkeitsnetz der Lognormalverteilung

Die Ordinatenskala des Wahrscheinlichkeitsnetzes der Lognormalverteilung ist mit der
Skala des Wahrscheinlichkeitsnetzes der Normalverteilung identisch. Die beiden Netze
unterscheiden sich lediglich in der Skalenteilung der Abszisse (x-Achse). Beim logarith-
mischen Wahrscheinlichkeitsnetz ist diese Skalenteilung logarithmisch. Wegen der in fol-
gender Tabelle angegebenen Beziehungen (die ersten beiden Spalten enthalten unter-
schiedliche Schreibweisen fiir die gleiche Zahl x ) haben auf einer logarithmisch geteilten
Achse z.B. die den Werten 10, 100, 1000 entsprechenden Stellen gleiche Abstande.

X X log (x)
. 0,01 1072 -2
100

1 0,1 1071 -1
10

1 10° 0

10 10* 1

100 102 2

1000 103 3

Es ist somit auf einfache Weise moglich, Datensatze darzustellen, die sich Gber zwei oder
mehr Zehnerpotenzen erstrecken (vgl. Bild 6.9). Es ist zu beachten, dass bei einer loga-
rithmischen Skala niemals der Wert Null auftauchen kann, da die Position, an der die Null
stehen misste, bei ,,minus unendlich” liegt.

Die Eintragung der Punkte erfolgt wie im ,normalen” Wahrscheinlichkeitsnetz (vgl. Ab-
schnitt 6.2).

KenngroRen der Lognormalverteilung sind der geometrische Mittelwert x, und der Streu-
faktor € (,,epsilon”). X, ist der Median, d.h. links und rechts von dieser Zahl liegen jeweils

50 % der Werte der Verteilung. Er kann also grafisch leicht ermittelt werden, indem der
Schnittpunkt der eingezeichneten Ausgleichsgeraden mit der horizontalen Linie bei 50 %
aufgesucht und der zugehorige x -Wert abgelesen wird.

Der Mittelwert X ist wegen der Asymmetrie der Verteilung nicht mit dem haufigsten
Wert (Modalwert) identisch, sondern liegt zwischen diesem und dem Median X, .

Zur Ermittlung des Streufaktors & bestimmt man zundchst im Wahrscheinlichkeitsnetz
den Schnittpunkt der Ausgleichsgeraden mit der horizontalen Linie bei X, & (entspre-

chend 84,13 % Summenhaufigkeit), liest den zugehorigen Wert auf der x -Achse ab und
teilt diese Zahl schlieBlich durch X, .

Ahnlich wie bei der Normalverteilung kénnen mit Hilfe von X, und ¢ Flachenanteile be-

stimmt werden, die innerhalb bestimmter Intervalle von der Kurve der Dichtefunktion
und der x -Achse begrenzt werden.
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X
Zwischen —£ und X, € liegen 68,3 % aller Werte einer Lognormalverteilung.
€

X —_— . . .
Zwischen —g und X, -¢ liegen 95,4 % aller Werte einer Lognormalverteilung.
€

Xe.
3
e

Zwischen und X, -¢> liegen 99,7 % aller Werte einer Lognormalverteilung.

In der Regel ist im Zusammenhang mit nullbegrenzten Merkmalen nur ein oberer Grenz-
wert OGW von Interesse. In diesem Fall kann im logarithmischen Wahrscheinlichkeits-
netz der zugehérige Uberschreitungsanteil bestimmt werden. Dazu zeichnet man an der
Stelle OGW (auf der x -Achse) eine senkrechte Linie und bestimmt den zum Schnittpunkt
mit der Ausgleichsgeraden gehdrenden Summenhaufigkeitswert H(OGW) in Prozent. Der
Wert 100 — H(OGW) entspricht dem theoretischen Anteil der Verteilung (in Prozent), der

den Grenzwert Uiberschreitet.

Bild 6.10 zeigt ein Beispiel fiir eine solche Auswertung. Man beachte, dass das Haufig-
keitsdiagramm (oben) und das Wahrscheinlichkeitsnetz (unten) unterschiedliche Abszis-
senskalen besitzen (lineare und logarithmische Teilung) und die Punkte im Wahrschein-
lichkeitsnetz daher nicht mehr senkrecht unter den Positionen der oberen Klassengrenzen
des Haufigkeitsdiagramms zu liegen kommen.

Geht man auf der horizontalen Linie bei 50 % Summenhaufigkeit nach rechts bis zur Aus-
gleichsgeraden und an diesem Schnittpunkt dann senkrecht nach unten, so findet man
den geometrischen Mittelwert x, =0,31. Entsprechend findet man zum Schnittpunkt der

84,13-%-Linie mit der Ausgleichsgeraden den Wert Xx,-&£=0,51. Division dieser beiden
0,51

Zahlen liefert den Streufaktor €= =1,65. Verfolgt man die Senkrechte beim oberen

7

Grenzwert OGW =1,0 so findet man den Schnittpunkt mit der Ausgleichsgeraden bei
99 % Summenhiufigkeit. Der Uberschreitungsanteil bzgl. dieser Grenze ist also 1 %.
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6.3.2 Zusammenhang zwischen Normalverteilung und Lognormalverteilung

Durch Logarithmieren wird ein lognormalverteiltes Merkmal x in ein normalverteiltes
Merkmal z UGberfiihrt. Durch das Logarithmieren wird der obere Teil der Lognormalver-
teilung stark gestaucht und der Bereich zwischen dem geometrischen Mittelwert x, und

dem Nullpunkt stark gedehnt. Dies entspricht einer ,Spiegelung” an der Kurve der Funkti-
on z=In(x). Bild 6.11 veranschaulicht, dass x, auf z abgebildet wird und die Stelle x, -&

dem Wert z +s, entspricht. Es ist:

z=In(x;) < igzeE und s, =Inle) < e=e

Lognormalverteilung

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

Normalverteilung
z

In(x)

Bild 6.11: Darstellung zur Veranschaulichung des Zusammenhangs zwischen der Normal-
verteilung und der Lognormalverteilung

HINWEIS:

Es mag etwas verwirrend erscheinen, dass die vorstehenden Erlduterungen sich auf den natiir-
lichen Logarithmus In(x) (zur Basis e) beziehen, das Wahrscheinlichkeitsnetz aber eine dem

dekadischen Logarithmus log(x) (zur Basis 10) entsprechende Teilung aufweist. Diese Tatsache
ist jedoch hinsichtlich der Vergleichbarkeit der Auswerteergebnisse ohne Bedeutung, da bei der

Berechnung von x, und & stets eine Riicktransformation in das urspriingliche Koordinatensys-

g
tem erfolgt, und Berechnungen von Uberschreitungsanteilen oder Grenzwerten nur mit Hilfe
dieser beiden Gréfen durchgefiihrt werden. Bei Verwendung von log(x) sowie dessen Umkehr-

funktion 10* werden obige Ausdriicke durch x, = 107 und & = 10% ersetzt.
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6.4 Mischverteilungen

Es kann vorkommen, dass die MaRe von Teilen, die auf zwei verschiedenen Maschinen
oder Fertigungslinien hergestellt wurden, verschiedene Verteilungen aufweisen. In der
Regel wird man beobachten, dass bei gleichem Verteilungstyp Mittellage und/oder Streu-
ung voneinander abweichen. Werden die Teile nicht getrennt, so duRert sich dies statis-
tisch gesehen durch Entstehung einer Mischverteilung. Mischverteilungen kénnen sich
aber auch bilden, wenn sich in der laufenden Produktion wesentliche EinflussgroBen prak-
tisch sprunghaft andern (Werkzeugwechsel, Wechsel der Materialcharge).

Das Histogramm einer Mischverteilung zeigt in der Regel zwei oder mehr Maxima. Man
spricht auch von einer bimodalen bzw. einer multimodalen Verteilung.

Sofern die Mischverteilung durch Uberlagerung zweier Normalverteilungen entstanden
ist, deren Mittelwerte stark differieren, so zeigt eine Auftragung (der Summenhaufig-
keiten bzw. der Einzelwerte) im Wahrscheinlichkeitsnetz, dass die entstehende Punkte-
folge sich stickweise durch zwei verschiedene Geraden anndhern lasst.
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7 Qualitatsregelkarten

HINWEIS:

In diesem Kapitel werden lediglich statistische Grundlagen der Regelkartentechnik dargestellt.
Spezielle Vorgehensweisen und aktuelle Regelungen bzgl. deren praktischer Anwendung sind
im Heft 7 ,Statistische Prozessregelung (SPC)“ der Bosch-Schriftenreihe , Qualitétssicherung in
der Bosch-Gruppe, Technische Statistik” beschrieben.

Die Statistische Prozessregelung (Statistical Process Control) ist ein bewdhrtes Verfahren
zur Regelung eines Fertigungsprozesses auf der Grundlage statistischer Methoden.

Dazu werden dem Prozess nach prozessspezifischen Entnahmeregeln Stichproben von Tei-
len entnommen, deren Merkmalswerte werden gemessen und in die sogenannte Quali-
tatsregelkarte eingetragen. Aus den Merkmalswerten berechnete statistische KenngréfRen
werden sodann zur Beurteilung des aktuellen Prozesszustands herangezogen. Gegebenen-
falls wird der Prozesszustand durch geeignete MaRnahmen korrigiert.

Die Regelkartentechnik wurde von Walter Andrew Shewhart (1891-1967) in den zwanzi-
ger Jahren entwickelt und 1931 in seinem Werk ,Economic Control of Quality of Manufac-
tured Product” ausfuhrlich beschrieben.

SPC ist eine Anwendung aus dem Bereich der induktiven (schlieRenden) Statistik. Es liegen
nicht alle Messwerte vor, so wie es bei einer 100-%-Priifung der Fall wére. Von einem
kleinen Datensatz, den Stichprobenwerten, wird auf die Grundgesamtheit geschlossen.

Das mathematische Modell fiir variable GroRRen basiert auf der Vorstellung, dass auf einen
Prozess viele EinflussgroRen einwirken. Die ,,5 M“ — Mensch, Maschine, Material, Mit-
welt, Methode — bilden die Hauptgliederungspunkte der EinflussgroRen.

Jedes ,M“ lasst sich weiter untergliedern, z.B. Mitwelt (= Umwelt, Milieu) in Temperatur,
Luftfeuchtigkeit, Erschitterung, Schmutz, Beleuchtung, ....

Das unkontrollierbare, zuféllige Einwirken vieler Einflussgroen fuhrt trotz sorgfaltigen
Vorgehens zu Abweichungen der realen Merkmalswerte vom Zielwert (i.a. Mittenwert des
Toleranzbereichs).

Aus dem zufalligen Zusammenwirken vieler EinflussgréRen ergibt sich fiir das betrachtete
Teilemerkmal i.a. ndherungsweise eine GauBsche Normalverteilung. Dieser Sachverhalt
wird durch den zentralen Grenzwertsatz der Statistik beschrieben. Die Normalverteilung
ist darum von grundlegender Bedeutung fiir die SPC.

7.1 Regelkarten der Lage

Einen ersten Hinweis auf die Prozesslage erhdlt man bereits, indem man ein gefertigtes
Teil als Zufallsstichprobe entnimmt, das interessierende Merkmal misst und den gefunde-
nen Merkmalswert mit der Schatzung des Mittelwerts [i vergleicht. Liegt der Einzelwert
innerhalb eines Bereiches von beispielsweise pu+ 3o, so wird dieses Ergebnis nicht weiter
verwundern, da unter den genannten Voraussetzungen bei rein zufédlligem Prozessverhal-
ten etwa 99,73 % aller Merkmalswerte in diesem Bereich liegen sollten. Man kénnte nun
bereits aus dem einen gefundenen Ergebnis den Schluss ziehen, dass die momentane Pro-
zessmittellage mit derjenigen des Vorlaufs (Schatzwert [1) Ubereinstimmt, bzw. dass es

keinen Hinweis auf eine Verschiebung der Prozesslage gibt.
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Das Vertrauen in eine solche Aussage ware allerdings deutlich groRer, wenn sie nicht nur
durch einen einzelnen Stichprobenwert begriindet ware, sondern durch beispielsweise
n=>5 Werte. Die vorstehenden Uberlegungen bilden die Grundziige der Funktionsweise
einer Qualitatsregelkarte. Aus dem Ergebnis einer aktuellen 5er-Stichprobe wird ein
Schluss auf die momentane Prozesslage gezogen. Offen ist jedoch noch die Frage, welche
KenngréRe(n) als Trager der Information lber die Prozesslage betrachtet werden soll(en).

Neben der Mdglichkeit, alle fiinf Einzelwerte getrennt zu betrachten, bietet sich an, eine
Beurteilung aufgrund der Lage des Mittelwerts X bzw. des Medians (Zentralwert) X der
funf Werte vorzunehmen. Diesen drei Moglichkeiten entsprechen drei unterschiedliche
Regelkarten der Lage, die Urwertkarte, die Mittelwertkarte und die Mediankarte. Wir
wollen uns in dieser Unterlage auf eine Darstellung der Mittelwertkarte und der Urwert-
karte beschranken.

7.1.1 Mittelwertkarte

Die Mittelwertkarte ist die wichtigste und in der Praxis am haufigsten anzutreffende Qua-
litdtsregelkarte. Ihre Funktionsweise soll im Folgenden erklart werden.

In gleichbleibenden zeitlichen Abstanden werden einem Fertigungsprozess Stichproben
vom Umfang n=5 entnommen, das zu iberwachende Merkmal wird vermessen, und die

funf einzelnen Messergebnisse sowie deren Standardabweichung s und Mittelwert X
werden jeweils in die Qualitatsregelkarte eingetragen.

Betrachten wir zunachst nur die in zeitlicher Reihenfolge gefundenen Stichprobenmittel-
werte x,. Auf die Standardabweichungen s; wird im Zusammenhang mit der s-Karte (Ab-

schnitt 7.2.1) eingegangen.

Die berechneten Mittelwerte werden in einem Diagramm grafisch aufgetragen und durch
einen Linienzug verbunden.

/

Merkmalswert x

40 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

Bild 7.1: Schematische Darstellung zur Funktionsweise einer Mittelwertkarte. Zur Ver-
deutlichung der Zusammenhange sind zusatzlich zu den Mittelwerten (Punkte) auch die
Einzelwerte (Kreuze) jeder Stichprobe dargestellt.

Die Mittelwerte zeigen wie die Einzelwerte eine Streuung um die Prozessmittellage p, je-
doch ist ihre Streuung um den Faktor % kleiner als die der Einzelwerte. Diesen Zusam-
5

menhang verdeutlicht das folgende Bild.
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0,8 A
07 7 Urwerte
0,6 A
0,5 -
0,4 A
0,3 A
0,2 A
0,1 A

0,0 1

0,9 1
0,8 4
0,7 4

Mittelwerte
0,6 A

0,5 -
04 -
03 -
02 A
0,1 -
0,0 — —

u

Bild 7.2: Zusammenhang zwischen der Streuung der Einzelwerte (Urwerte) und
der Streuung der Mittelwerte.

Allgemein gilt: Streuen die Einzelwerte eines Prozessmerkmals mit der Standardabwei-
chung ¢ um den Mittelwert p, so ist die Standardabweichung der Mittelwerte X von n

S

Jn

Wir gehen hier auf die Betrachtung des allgemeinen Falls einer Stichprobe vom Umfang n
tber.

Werten gleich

Den Zufallsstreubereich der Mittelwerte findet man nun sehr leicht, wenn man den Sach-
X—H
c
ne standardnormalverteilte Variable u Uberfiihrt (vgl. Abschnitt 6.1.3) und statt x mit

verhalt ausnutzt, dass die Transformation u = eine normalverteilte Variable x in ei-

der Standardabweichung o die Mittelwerte X mit der Standardabweichung 9 einsetzt:

Jn

X—H
—

N

Aus der Tabelle der Standardnormalverteilung entnimmt man die Grenzen u

u=

=-2,58
oben = 1+2,58 fiir den (zweiseitigen) 99-%-Zufallsstreubereich der GroBe u. Mit einer
Wahrscheinlichkeit von 99 % liegt u also innerhalb der Grenzen -2,58 und +2,58:

—-2,58<u<+2,58

unten

und u

Durch Einsetzen von u ergibt sich daraus der 99-%-Zufallsstreubereich des Mittelwerts x
einer Stichprobe vom Umfang n:
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(e

Vn

(¢

n

X—p
(e}

=

Ersetzt man noch die unbekannte GréBe p durch den Sollwert C und das ebenfalls un-

~2,58 < <4258 << pn—258-——<X<pu+2,58-

bekannte o der Grundgesamtheit durch den entsprechenden Schitzwert 6 (er wird im
Rahmen einer Prozessfahigkeitsuntersuchung anhand von mindestens 20 Stichproben zu
je 5 Teilen ermittelt), so enthdlt man mit

G

eine zentrale Beziehung im Zusammenhang mit allen Regelkarten der Lage.

Die GroRen

G 6

— und UEG=C-2,58-—

Jn Vn

heiRen obere und untere Eingriffsgrenze fir den Mittelwert x. Da sie lediglich von der
Prozessstreuung ¢ abhangig und unabhangig von der Merkmalstoleranz sind, spricht man
von natirlichen oder prozessbezogenen Eingriffsgrenzen.

OEG=C+2,58-

Sie begrenzen den Bereich, in dem 99 % aller Mittelwerte von jeweils n Einzelwerten lie-
gen. Diese Eingriffsgrenzen sind in der Regelkarte (vgl. Bilder 7.1 und 7.2) als horizontale
durchgezogene Linien eingezeichnet. Alle bisherigen Uberlegungen haben zur Vorausset-
zung, dass die Prozessmittellage stabil ist. Uberschreitet ein beobachteter Mittelwert X;
die obere oder unterschreitet er die untere Eingriffsgrenze, so wird daraus geschlossen,
dass die Voraussetzung einer stabilen Prozessmittellage nicht mehr gegeben ist, der Pro-
zess sich also signifikant verschoben hat und ein korrigierender Eingriff durch den Ma-
schinenbediener erfolgen muss.

7.1.2 Urwertkarte (x-Karte)

Wie praktische Erfahrungen zeigen, ist es in einigen Fallen wiinschenswert, die Prozess-
lage direkt anhand der Stichprobeneinzelwerte zu beurteilen. Diesem Wunsch tragt die
Urwertkarte Rechnung.

Die Herleitung ihrer natiirlichen Eingriffsgrenzen erfolgt Giber eine Betrachtung der Wahr-
scheinlichkeit, dass alle Einzelwerte einer Stichprobe vom Umfang n innerhalb dieser
Grenzen liegen.

Im Abschnitt iber die Mittelwertkarte wurde gezeigt, dass unter bestimmten Voraus-
setzungen (normalverteiltes Merkmal, stabiler Prozess) ein einzelner Merkmalswert mit
einer Wahrscheinlichkeit von 99 % im Bereich zwischen

C-2,58-0 und C+2,58-¢c

liegt. Da beispielsweise 5 Stichprobenwerte voneinander unabhdngige Zufallsergebnisse
sind, ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle 5 Werte in diesem Bereich liegen, gleich dem
Produkt aus den Einzelwahrscheinlichkeiten, also

Pes =0,99-0,99-0,99-0,99-0,99
Pes =0,99° ~0,95.

Zur Berechnung der natirlichen Eingriffsgrenzen fiir die Urwertkarte mit n=5 muss man
nun lediglich die Gesamtwahrscheinlichkeit P, = 0,99 setzen und die Gleichung
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P.=(P

)5
ges einzel

Peinzel = \Sj 0,99 =0,998.

Sie sind also aus der Tabelle der Standardnormalverteilung als (zweiseitige) 99,8-%-
Zufallsstreugrenzen zu entnehmen. Fir das Beispiel n=5 ist dies der Wert u=3,09, und

=0,99 umformen in

die Eingriffsgrenzen sind demnach
OEG=C+3,09-6
(n=5)
UEG=C-3,09-6.

Verallgemeinert auf Stichproben vom Umfang n erfolgt die Berechnung der natirlichen
Eingriffsgrenzen fiur die Urwertkarte nach

0,9

UEG=C—UW-G.

Merkmalswert x

40 — — T T T T T — T T T |

0 5 10 15 20 25

Bild 7.3: Schematische Darstellung zur Funktionsweise einer Urwertkarte. Zur Verdeut-
lichung sind jeweils der grofRte und der kleinste Einzelwert einer Stichprobe durch eine
Linie verbunden (gleiche Daten wie in Bild 7.1).

7.2 Regelkarten der Streuung

Ebenso wie die Prozessmittellage ist die Prozessstreuung, die i.a. mit der Standardab-
weichung eines Teilemerkmals gleichgesetzt wird, eine zentrale KenngroBe zur Beurtei-
lung der Fertigungsqualitat. Dabei ist das Erkennen von Streuungszunahmen genauso von
Interesse, wie das von Streuungsverringerungen. Der letztere Fall ist als Chance zu sehen,
die Ursache fiir die kurzfristig aufgetretene Verbesserung herauszufinden und den glinsti-
gen Prozesszustand dauerhaft beizubehalten.

Qualitdtsregelkarten fiir die Streuung sind geeignete Hilfsmittel, um solche Anderungen
festzustellen. Zu diesem Zweck werden die in Zusammenhang mit der Mittelwertkarte be-
trachteten Stichproben vom Umfang n genutzt. Neben der Information lber die aktuelle
Prozesslage enthalt jede Gruppe von Stichprobeneinzelwerten auch eine Information
Uber die momentane Prozessstreuung.

Als KenngréBe dieser Information kann man die Standardabweichung s oder die Spann-
weite R jeder Stichprobe betrachten.
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7.2.1 s-Karte

Wie bereits angedeutet bietet es sich an, die s-Karte nicht als separate Karte zu fihren,
sondern als zweites Diagramm auf dem Formblatt fir die Mittelwertkarte darzustellen.
Man nennt diese Kombination X-s - Karte.

Parallel zur Darstellung des Mittelwerts jeder i-ten 5-er Stichprobe (bzw. allgemein Stich-
probe vom Umfang n) wird also hier deren Standardabweichung s, aufgetragen.

Die GroBe des aktuellen Werts dieser Standardabweichung s, hdngt natirlich von der

durch & geschatzten mittleren Prozessstreuung ab und kann im speziellen Fall zufillig
etwas grofer oder kleiner als ein langfristiger mittlerer Wert s sein. Um entscheiden zu
kénnen, ab wann solche Schwankungen von s nicht mehr als Zufallsergebnis sondern als
Hinweis auf eine tatsachlich vorliegende Veranderung der Prozessstreuung zu deuten
sind, braucht man Grenzwerte fir s, die beispielsweise den 99-%-Zufallsstreubereich von
s umfassen. Ist der aktuelle Wert von s grofRer als der obere bzw. kleiner als der untere
Grenzwert, so wird dies als Hinweis auf eine signifikante Veranderung der Prozessstreu-

ung interpretiert. Solche Grenzwerte lassen sich bestimmen, wenn man den Sachverhalt
2

berticksichtigt, dass die GroRe f~s—2 einer y’-Verteilung (gesprochen: chi-Quadrat) un-
c

terliegt.

2
S 2 . .
-? =" ergeben sich mit

2 2
Xf1-a/2 Xt a/2
Sep =1——— 0 und s, = ¥}
f f

die gesuchten Eingriffsgrenzen fir s.

Aus f

Die yx*-Verteilung zum Freiheitsgrad f (f entspricht der um 1 verminderten Stichpro-
bengroRe, also n—1) ist wie die Standardnormalverteilung tabelliert. Allerdings ist die

x* -Verteilung nicht symmetrisch.

Deshalb ergeben sich unterschiedliche Faktoren zur Berechnung der oberen und unteren
Eingriffsgrenzen. Die Wurzelterme in obigen Ausdriicken werden der Einfachheit halber

mit B'Eob und B, bezeichnet und direkt mit der zugehoérigen StichprobengréRe n tabel-

Eun

liert angegeben. Die Gleichungen fir die Eingriffsgrenzen der s-Karte lauten somit:

OEG=By, -6

UEG =B, ‘6.
n 2 3 4 5 6
B.., 2,807 2,302 2,069 1,927 1,830
B.,. 0,006 0,071 0,155 0,227 0,287

Tabelle 7.1: Faktoren zur Berechnung der Eingriffgrenzen der s-Karte
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104 A OEG
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Bild 7.4: Schematische Darstellung einer s-Karte (gleiche Daten wie in den Bildern 7.1
und 7.3). Die Standardabweichungen unterliegen einer schiefen Verteilung. Da die Be-

rechnung der Eingriffsgrenzen fiir s Gber diejenigen fiir s* erfolgt, werden die Flachen-
anteile oberhalb OEG bzw. unterhalb UEG in der Darstellung zu grofl} wiedergegeben.

7.2.2 R-Karte

Im Falle der R-Karte benutzt man die Spannweite R, also die Differenz des gréRten und
kleinsten Einzelwerts einer 5-er-Gruppe (bzw. einer Stichprobe vom Umfang n) als MaR
fur die momentane Prozessstreuung.

Die Grundlage zur Berechnung der Streugrenzen von R bildet die Verteilung der standar-
disierten Spannweite w, .

Diese Verteilung lasst sich beispielsweise mit Hilfe eines Rechners simulieren, indem wie-
derholt aus einer Grundgesamtheit standardnormalverteilter Werte jeweils eine Zufalls-
stichprobe vom Umfang n ,gezogen” und deren Spannweite R bestimmt wird. Der 99-%-
Zufallsstreubereich dieser GroRBe R ist dann gegeben durch die obere Grenze w g und

die untere Grenze Wi.0,005 *

Da bei Verwendung der Spannweitenkarte die Prozessstandardabweichung ¢ zweckmafi-
gerweise Uber die mittlere Spannweite R geschatzt wird (vgl. Abschnitt 3.9)

. R
G=—),
dn

. , , 1
ist es vorteilhaft, die Faktoren w5 bzw. w ;g5 und 4 zu den Faktoren D, bzw.

n

Eun

D, zusammenzufassen. Diese GréBen sind tabelliert und erlauben eine Berechnung der
Eingriffsgrenzen fir die Spannweitenkarte nach

OEG =Dy, ‘R

UEG =D, ‘R.
n 2 3 4 5 6
Deop 3,518 2,614 2,280 2,100 1,986
De,» 0,008 0,080 0,166 0,239 0,296

Tabelle 7.2: Faktoren zur Berechnung der Eingriffsgrenzen der R-Karte
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8 Beurteilung von Haufigkeitsverteilungen im Zusammen-
hang mit einer Toleranz

In nachfolgenden Abbildungen werden schematisch einige Beispiele moglicher Haufig-
keitsverteilungen dargestellt und stichwortartig erlautert, die bei der Untersuchung eines
Fertigungsprozesses auftreten konnen.

Bild 8.1:

Streubereich wesentlich kleiner als Toleranz. Mit-
telwert stimmt gut mit der Toleranzmitte tGberein.

Bild 8.2:

Streubereich wesentlich kleiner als Toleranz. Mit-
telwert liegt jedoch aulRerhalb Toleranzmitte. Mit
der Entstehung von Ausschuss ist zu rechnen.

Prozess zentrieren!

Bild 8.3:

Streubereich wesentlich kleiner als Toleranz. Mit-
telwert der Verteilung jedoch weit von der Tole-
ranzmitte entfernt.

Prozess zentrieren!
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Bild 8.4:
Streubreite ungefahr gleich der Toleranz.

Mittelwert der Verteilung stimmt gut mit To-
leranzmitte Uberein. Eine systematische Mit-
telwertsverschiebung kann jedoch Ausschuss
zur Folge haben.

Streuung reduzieren!

Bild 8.5:
Streubreite ungefahr gleich der Toleranz.

Jedoch fallt Mittelwert der Verteilung nicht
mit Toleranzmitte zusammen. Ausschuss an
der oberen Toleranzgrenze.

Prozess zentrieren, Streuung reduzieren!

Bild 8.6:

Mittelwert der Verteilung stimmt gut mit der
Toleranzmitte Uberein. Streubreite ist zu
groR. Uberschreitung an beiden Toleranz-
grenzen.

Streuung reduzieren!

Bild 8.7:
Uberlagerung zweier Verteilungen.

Moglicherweise durch systematische Prozess-
veranderung (z.B. Werkzeug, Material) verur-
sacht.

Nach Beseitigung der Ursache kann die Tole-
ranz leicht eingehalten werden, weil die
Streubreite beider Verteilungen vergleichs-
weise klein ist.
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Bild 8.8:

Ahnliche Situation wie in Bild 8.7, jedoch lie-
gen die Mittelwerte der beiden Verteilungen
so weit auseinander, dass an beiden Toleranz-
grenzen Ausschuss entsteht.

Bild 8.9:

Mittelwert der Verteilung ist zur unteren To-
leranzgrenze hin verschoben. Das Los wurde
offenbar 100 % verlesen. Wenn der Prozess
zentriert werden kann, wird das Verlesen
Uberflissig.
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Bild 8.10:

Die Hauptverteilung hat eine geringe Streu-
breite. Der Mittelwert stimmt gut mit der To-
leranzmitte Uberein. Ein kleinerer Anteil liegt
jenseits der oberen Toleranzgrenze. Es konnte
sich um Ausschuss handeln, der wahrend der

L Einrichtung der Maschine entstanden und
nicht aussortiert worden ist.
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9 Genauigkeit der Schatzung von Mittelwert und Stan-
dardabweichung

Von Stichproben abgeleitete Aussagen lber eine Grundgesamtheit sind stets mit einer
statistischen Unsicherheit behaftet. Diese Unsicherheit ist i.a. umso groRer, je kleiner die
zugrundeliegende Datenbasis, d.h. der Umfang n der Stichprobe ist.

Wir setzen im Folgenden voraus, dass es sich bei der Grundgesamtheit um eine Normal-
verteilung handelt, deren Mittelwert p und Standardabweichung o nicht bekannt sind.

Die aus einer Stichprobe berechneten (empirischen) GroRen X und s sind Schatzungen
der unbekannten GréRen p bzw. . Dies wird durch die Schreibweise

Il
x|

0 (x ist eine Schatzung fir )

~

G=s (s ist eine Schatzung fir o)
zum Ausdruck gebracht.

Man kann einen Bereich um X bzw. um s angeben, in denen die unbekannten Gréflen p

und o jeweils mit groBer Wahrscheinlichkeit liegen. Die Breite dieser sogenannten Ver-
trauensbereiche ist einerseits vom Stichprobenumfang n, andererseits von einer vorge-
gebenen Aussagewahrscheinlichkeit P, abhdngig. Die GréRe 1—P, ist die zugehdrige Irr-

tumswahrscheinlichkeit.

In den Bildern 9.1 und 9.2 sind die Vertrauensbereiche von p und o in Abhdngigkeit von

der StichprobengroBe dargestellt. Die Kurven gelten fiir eine Aussagewahrscheinlichkeit
von 95 %. Das bedeutet, dass im Durchschnitt in 95 von 100 Féllen, in denen p durch X

bzw. o durch s geschatzt wird, p bzw. o innerhalb der den Kurven entnommenen Ver-
trauensgrenzen liegt.

a) Vertrauensbereich fir o:

SR
Dob

Sk

o< —
Dun

sg ist die mit der Range-Methode (vgl. Abschnitt 3.9) bestimmte Standardabweichung der

Stichprobe. Die Faktoren S und 1 findet man, indem man auf der Abszisse (diese ist

un ob
logarithmisch geteilt) die StichprobengréofRe n aufsucht, senkrecht nach oben geht bis auf
die beiden eingezeichneten Kurven und von hier waagrecht nach links auf die Ordinate.

Dort liest man die entsprechenden Werte fir 1 bzw. 1 ab (Bild 9.1).

un ob
b) Vertrauensbereich fir p:

_ t _ t'
X——=Spg SU<X+—
N =
Den Faktor -t findet man analog zu der in a) beschriebenen Vorgehensweise (Bild 9.2).

Vn

Da der Vertrauensbereich fur p symmetrisch ist, genligt es, t an der oberen Kurve ab-

Vn

.SR

zulesen.
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Je groRer die Stichprobe ist, umso mehr nahern sich die Faktoren i, 1 dem Wert 1

un ob
1

bzw. t dem Wert 0.

Jn
Die Kurvenverldaufe lassen aber auch erkennen, dass bei Stichprobenumfangen oberhalb
etwa n=50 (trotz steigenden Versuchsaufwands) die Vertrauensbereiche nur noch un-
wesentlich kleiner werden. Dagegen sind Aussagen liber Mittelwert und Standardabwei-
chung bei Stichprobenumfangen n < 25 mit Vorsicht zu interpretieren, da die zugehdorigen
Vertrauensbereiche sehr grolR werden.
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Faktor 1/D

1 10 100 1000
Stichprobenumfangn

Bild 9.1: Diagramm zur Bestimmung des Vertrauensbereichs fiir ¢ (P, =95%)

Faktor t'/Wurzel(n)
o

1 10 100 1000
Stichprobenumfangn

Bild 9.2: Diagramm zur Bestimmung des Vertrauensbereichs fir p (P, =95%)
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10 Standardnormalverteilung o(-u=1-o()

D(u)=®(u) — Dd(—u)

u D (-u) D (u) D(u) u D (-u) D (u) D(u)
0,01 0,496011 | 0,503989 | 0,007979 0,51 | 0,305026 | 0,694974 | 0,389949
0,02 | 0,492022 | 0,507978 | 0,015957 0,52 | 0,301532 | 0,698468 | 0,396936
0,03 | 0,488033 | 0,511967 | 0,023933 0,53 | 0,298056 | 0,701944 | 0,403888
0,04 | 0,484047 | 0,515953 | 0,031907 0,54 | 0,294598 | 0,705402 | 0,410803
0,05| 0,480061 | 0,519939 | 0,039878 0,55| 0,291160 | 0,708840 | 0,417681
0,06 | 0,476078 | 0,523922 | 0,047845 0,56 | 0,287740 | 0,712260 | 0,424521
0,07 | 0,472097 | 0,527903 | 0,055806 0,57 | 0,284339 | 0,715661 | 0,431322
0,08 | 0,468119 | 0,531881 | 0,063763 0,58 | 0,280957 | 0,719043 | 0,438085
0,09 | 0,464144 | 0,535856 | 0,071713 0,59 | 0,277595 | 0,722405 | 0,444809
0,10| 0,460172 | 0,539828 | 0,079656 0,60 | 0,274253 | 0,725747 | 0,451494
0,11 | 0,456205 | 0,543795 | 0,087591 0,61 0,270931 | 0,729069 | 0,458138
0,12 | 0,452242 | 0,547758 | 0,095517 0,62 | 0,267629 | 0,732371 | 0,464742
0,13 | 0,448283 | 0,551717 | 0,103434 0,63 | 0,264347 | 0,735653 | 0,471306
0,14 | 0,444330 | 0,555670 | 0,111340 0,64 | 0,261086 | 0,738914 | 0,477828
0,15 0,440382 | 0,559618 | 0,119235 0,65 | 0,257846 | 0,742154 | 0,484308
0,16 | 0,436441 | 0,563559 | 0,127119 0,66 | 0,254627 | 0,745373 | 0,490746
0,17 | 0,432505 | 0,567495 | 0,134990 0,67 | 0,251429 | 0,748571 | 0,497142
0,18 | 0,428576 | 0,571424 | 0,142847 0,68 | 0,248252 | 0,751748 | 0,503496
0,19 | 0,424655 | 0,575345 | 0,150691 0,69 | 0,245097 | 0,754903 | 0,509806
0,20 | 0,420740 | 0,579260 | 0,158519 0,70 | 0,241964 | 0,758036 | 0,516073
0,21 0,416834 | 0,583166 | 0,166332 0,71 0,238852 | 0,761148 | 0,522296
0,22 | 0,412936 | 0,587064 | 0,174129 0,72 | 0,235762 | 0,764238 | 0,528475
0,23 | 0,409046 | 0,590954 | 0,181908 0,73 | 0,232695 | 0,767305 | 0,534610
0,24 | 0,405165 | 0,594835 | 0,189670 0,74 | 0,229650 | 0,770350 | 0,540700
0,25 0,401294 | 0,598706 | 0,197413 0,75 0,226627 | 0,773373 | 0,546745
0,26 | 0,397432 | 0,602568 | 0,205136 0,76 | 0,223627 | 0,776373 | 0,552746
0,27 | 0,393580 | 0,606420 | 0,212840 0,77 | 0,220650 | 0,779350 | 0,558700
0,28 | 0,389739 | 0,610261 | 0,220522 0,78 | 0,217695 | 0,782305 | 0,564609
0,29 | 0,385908 | 0,614092 | 0,228184 0,79 | 0,214764 | 0,785236 | 0,570472
0,30 | 0,382089 | 0,617911 | 0,235823 0,80 | 0,211855 | 0,788145 | 0,576289
0,31 0,378281 | 0,621719 | 0,243439 0,81 | 0,208970 | 0,791030 | 0,582060
0,32 | 0,374484 | 0,625516 | 0,251032 0,82 | 0,206108 | 0,793892 | 0,587784
0,33 0,370700 | 0,629300 | 0,258600 0,83 | 0,203269 | 0,796731 | 0,593461
0,34 | 0,366928 | 0,633072 | 0,266143 0,84 | 0,200454 | 0,799546 | 0,599092
0,35 0,363169 | 0,636831 | 0,273661 0,85 | 0,197662 | 0,802338 | 0,604675
0,36 | 0,359424 | 0,640576 | 0,281153 0,86 | 0,194894 | 0,805106 | 0,610211
0,37 | 0,355691 | 0,644309 | 0,288617 0,87 | 0,192150 | 0,807850 | 0,615700
0,38 | 0,351973 | 0,648027 | 0,296054 0,88 | 0,189430 | 0,810570 | 0,621141
0,39 | 0,348268 | 0,651732 | 0,303463 0,89 | 0,186733 | 0,813267 | 0,626534
0,40 | 0,344578 | 0,655422 | 0,310843 0,90 | 0,184060 | 0,815940 | 0,631880
0,41 0,340903 | 0,659097 | 0,318194 0,91| 0,181411 | 0,818589 | 0,637178
0,42 | 0,337243 | 0,662757 | 0,325514 0,92 | 0,178786 | 0,821214 | 0,642427
0,43 | 0,333598 | 0,666402 | 0,332804 0,93| 0,176186 | 0,823814 | 0,647629
0,441 0,329969 | 0,670031 | 0,340063 0,94 | 0,173609 | 0,826391 | 0,652782
0,45 0,326355 | 0,673645 | 0,347290 0,95| 0,171056 | 0,828944 | 0,657888
0,46 | 0,322758 | 0,677242 | 0,354484 0,96 | 0,168528 | 0,831472 | 0,662945
0,47 0,319178 | 0,680822 | 0,361645 0,97 | 0,166023 | 0,833977 | 0,667954
0,48 | 0,315614 | 0,684386 | 0,368773 0,98 | 0,163543 | 0,836457 | 0,672914
0,49 | 0,312067 | 0,687933 | 0,375866 0,99 | 0,161087 | 0,838913 | 0,677826
0,50 | 0,308538 | 0,691462 | 0,382925 1,00 | 0,158655 | 0,841345 | 0,682689
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u D (-u) D (u) D(u) u D (-u) D (u) D(u)
1,01 | 0,156248 | 0,843752 | 0,687505 1,51 | 0,065522 | 0,934478 | 0,868957
1,02 | 0,153864 | 0,846136 | 0,692272 1,52 | 0,064256 | 0,935744 | 0,871489
1,03 | 0,151505 | 0,848495 | 0,696990 1,53 | 0,063008 | 0,936992 | 0,873983
1,04 | 0,149170 | 0,850830 | 0,701660 1,54 | 0,061780 | 0,938220 | 0,876440
1,05 | 0,146859 | 0,853141 | 0,706282 1,55 | 0,060571 | 0,939429 | 0,878858
1,06 | 0,144572 | 0,855428 | 0,710855 1,56 | 0,059380 | 0,940620 | 0,881240
1,07 | 0,142310 | 0,857690 | 0,715381 1,57 | 0,058208 | 0,941792 | 0,883585
1,08 | 0,140071 | 0,859929 | 0,719858 1,58 | 0,057053 | 0,942947 | 0,885893
1,09 | 0,137857 | 0,862143 | 0,724287 1,59 | 0,055917 | 0,944083 | 0,888165
1,10 | 0,135666 | 0,864334 | 0,728668 1,60 | 0,054799 | 0,945201 | 0,890401
1,11 | 0,133500 | 0,866500 | 0,733001 1,61 | 0,053699 | 0,946301 | 0,892602
1,12 | 0,131357 | 0,868643 | 0,737286 1,62 | 0,052616 | 0,947384 | 0,894768
1,13 | 0,129238 | 0,870762 | 0,741524 1,63 | 0,051551 | 0,948449 | 0,896899
1,14 | 0,127143 | 0,872857 | 0,745714 1,64 | 0,050503 | 0,949497 | 0,898995
1,15 | 0,125072 | 0,874928 | 0,749856 1,65 | 0,049471 | 0,950529 | 0,901057
1,16 | 0,123024 | 0,876976 | 0,753951 1,66 | 0,048457 | 0,951543 | 0,903086
1,17 | 0,121001 | 0,878999 | 0,757999 1,67 | 0,047460 | 0,952540 | 0,905081
1,18 | 0,119000 | 0,881000 | 0,762000 1,68 | 0,046479 | 0,953521 | 0,907043
1,19 0,117023 | 0,882977 | 0,765953 1,69 | 0,045514 | 0,954486 | 0,908972
1,20 | 0,115070 | 0,884930 | 0,769861 1,70 | 0,044565 | 0,955435 | 0,910869
1,21 0,113140 | 0,886860 | 0,773721 1,71 | 0,043633 | 0,956367 | 0,912734
1,22 | 0,111233 | 0,888767 | 0,777535 1,72 | 0,042716 | 0,957284 | 0,914568
1,23 | 0,109349 | 0,890651 | 0,781303 1,73 | 0,041815 | 0,958185 | 0,916370
1,24 | 0,107488 | 0,892512 | 0,785024 1,74 | 0,040929 | 0,959071 | 0,918141
1,25 | 0,105650 | 0,894350 | 0,788700 1,75 | 0,040059 | 0,959941 | 0,919882
1,26 | 0,103835 | 0,896165 | 0,792331 1,76 | 0,039204 | 0,960796 | 0,921592
1,27 | 0,102042 | 0,897958 | 0,795915 1,77 | 0,038364 | 0,961636 | 0,923273
1,28 | 0,100273 | 0,899727 | 0,799455 1,78 | 0,037538 | 0,962462 | 0,924924
1,29 | 0,098525 | 0,901475 | 0,802949 1,79 | 0,036727 | 0,963273 | 0,926546
1,30 | 0,096801 | 0,903199 | 0,806399 1,80 | 0,035930 | 0,964070 | 0,928139
1,31 | 0,095098 | 0,904902 | 0,809804 1,81 | 0,035148 | 0,964852 | 0,929704
1,32 | 0,093418 | 0,906582 | 0,813165 1,82 | 0,034379 | 0,965621 | 0,931241
1,33 | 0,091759 | 0,908241 | 0,816482 1,83 | 0,033625 | 0,966375 | 0,932750
1,34 | 0,090123 | 0,909877 | 0,819755 1,84 | 0,032884 | 0,967116 | 0,934232
1,35 | 0,088508 | 0,911492 | 0,822984 1,85 | 0,032157 | 0,967843 | 0,935687
1,36 | 0,086915 | 0,913085 | 0,826170 1,86 | 0,031443 | 0,968557 | 0,937115
1,37 | 0,085344 | 0,914656 | 0,829313 1,87 | 0,030742 | 0,969258 | 0,938516
1,38 | 0,083793 | 0,916207 | 0,832413 1,88 | 0,030054 | 0,969946 | 0,939892
1,39 | 0,082264 | 0,917736 | 0,835471 1,89 | 0,029379 | 0,970621 | 0,941242
1,40 | 0,080757 | 0,919243 | 0,838487 1,90 | 0,028716 | 0,971284 | 0,942567
1,41 0,079270 | 0,920730 | 0,841460 1,91 | 0,028067 | 0,971933 | 0,943867
1,42 | 0,077804 | 0,922196 | 0,844392 1,92 | 0,027429 | 0,972571 | 0,945142
1,43 | 0,076359 | 0,923641 | 0,847283 1,93 | 0,026803 | 0,973197 | 0,946393
1,44 | 0,074934 | 0,925066 | 0,850133 1,94 | 0,026190 | 0,973810 | 0,947620
1,45 | 0,073529 | 0,926471 | 0,852941 1,95 | 0,025588 | 0,974412 | 0,948824
1,46 | 0,072145 | 0,927855 | 0,855710 1,96 | 0,024998 | 0,975002 | 0,950004
1,47 | 0,070781 | 0,929219 | 0,858438 1,97 | 0,024419 | 0,975581 | 0,951162
1,48 | 0,069437 | 0,930563 | 0,861127 1,98 | 0,023852 | 0,976148 | 0,952297
1,49 | 0,068112 | 0,931888 | 0,863776 1,99 | 0,023295 | 0,976705 | 0,953409
1,50 | 0,066807 | 0,933193 | 0,866386 2,00 | 0,022750 | 0,977250 | 0,954500
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u D (-u) D (u) D(u) u D (-u) D (u) D(u)
2,01 | 0,022216 | 0,977784 | 0,955569 2,51 | 0,006037 | 0,993963 | 0,987927
2,02 | 0,021692 | 0,978308 | 0,956617 2,52 | 0,005868 | 0,994132 | 0,988264
2,03 | 0,021178 | 0,978822 | 0,957644 2,53 | 0,005703 | 0,994297 | 0,988594
2,04 | 0,020675 | 0,979325 | 0,958650 2,54 | 0,005543 | 0,994457 | 0,988915
2,05| 0,020182 | 0,979818 | 0,959636 2,55 0,005386 | 0,994614 | 0,989228
2,06 | 0,019699 | 0,980301 | 0,960602 2,56 | 0,005234 | 0,994766 | 0,989533
2,07 | 0,019226 | 0,980774 | 0,961548 2,57 | 0,005085 | 0,994915 | 0,989830
2,08 | 0,018763 | 0,981237 | 0,962475 2,58 | 0,004940 | 0,995060 | 0,990120
2,09 | 0,018309 | 0,981691 | 0,963382 2,59 | 0,004799 | 0,995201 | 0,990402
2,10 | 0,017864 | 0,982136 | 0,964271 2,60 | 0,004661 | 0,995339 | 0,990678
2,11 | 0,017429 | 0,982571 | 0,965142 2,61 0,004527 | 0,995473 | 0,990946
2,12 | 0,017003 | 0,982997 | 0,965994 2,62 | 0,004397 | 0,995603 | 0,991207
2,13 | 0,016586 | 0,983414 | 0,966829 2,63 | 0,004269 | 0,995731 | 0,991461
2,14 | 0,016177 | 0,983823 | 0,967645 2,64 | 0,004145 | 0,995855 | 0,991709
2,15| 0,015778 | 0,984222 | 0,968445 2,65 | 0,004025 | 0,995975 | 0,991951
2,16 | 0,015386 | 0,984614 | 0,969227 2,66 | 0,003907 | 0,996093 | 0,992186
2,17 | 0,015003 | 0,984997 | 0,969993 2,67 | 0,003793 | 0,996207 | 0,992415
2,18 | 0,014629 | 0,985371 | 0,970743 2,68 | 0,003681 | 0,996319 | 0,992638
2,19 | 0,014262 | 0,985738 | 0,971476 2,69 | 0,003573 | 0,996427 | 0,992855
2,20 | 0,013903 | 0,986097 | 0,972193 2,70 | 0,003467 | 0,996533 | 0,993066
2,21 | 0,013553 | 0,986447 | 0,972895 2,71 | 0,003364 | 0,996636 | 0,993272
2,22 | 0,013209 | 0,986791 | 0,973581 2,72 | 0,003264 | 0,996736 | 0,993472
2,23 | 0,012874 | 0,987126 | 0,974253 2,73 | 0,003167 | 0,996833 | 0,993666
2,24 | 0,012545 | 0,987455 | 0,974909 2,74 | 0,003072 | 0,996928 | 0,993856
2,25 0,012224 | 0,987776 | 0,975551 2,75 | 0,002980 | 0,997020 | 0,994040
2,26 | 0,011911 | 0,988089 | 0,976179 2,76 | 0,002890 | 0,997110 | 0,994220
2,27 | 0,011604 | 0,988396 | 0,976792 2,77 | 0,002803 | 0,997197 | 0,994394
2,28 | 0,011304 | 0,988696 | 0,977392 2,78 | 0,002718 | 0,997282 | 0,994564
2,29 | 0,011011 | 0,988989 | 0,977979 2,79 | 0,002635 | 0,997365 | 0,994729
2,30 | 0,010724 | 0,989276 | 0,978552 2,80 | 0,002555 | 0,997445 | 0,994890
2,31| 0,010444 | 0,989556 | 0,979112 2,81 | 0,002477 | 0,997523 | 0,995046
2,32 | 0,010170 | 0,989830 | 0,979659 2,82 | 0,002401 | 0,997599 | 0,995198
2,33 | 0,009903 | 0,990097 | 0,980194 2,83 | 0,002327 | 0,997673 | 0,995345
2,34 | 0,009642 | 0,990358 | 0,980716 2,84 | 0,002256 | 0,997744 | 0,995489
2,35 | 0,009387 | 0,990613 | 0,981227 2,85 | 0,002186 | 0,997814 | 0,995628
2,36 | 0,009137 | 0,990863 | 0,981725 2,86 | 0,002118 | 0,997882 | 0,995763
2,37 | 0,008894 | 0,991106 | 0,982212 2,87 | 0,002052 | 0,997948 | 0,995895
2,38 | 0,008656 | 0,991344 | 0,982687 2,88 | 0,001988 | 0,998012 | 0,996023
2,39 | 0,008424 | 0,991576 | 0,983152 2,89 | 0,001926 | 0,998074 | 0,996147
2,40 | 0,008198 | 0,991802 | 0,983605 2,90 | 0,001866 | 0,998134 | 0,996268
2,41 | 0,007976 | 0,992024 | 0,984047 2,91 0,001807 | 0,998193 | 0,996386
2,42 | 0,007760 | 0,992240 | 0,984479 2,92 | 0,001750 | 0,998250 | 0,996500
2,43 | 0,007549 | 0,992451 | 0,984901 2,93 | 0,001695 | 0,998305 | 0,996610
2,44 | 0,007344 | 0,992656 | 0,985313 2,94 | 0,001641 | 0,998359 | 0,996718
2,45 | 0,007143 | 0,992857 | 0,985714 2,95 | 0,001589 | 0,998411 | 0,996822
2,46 | 0,006947 | 0,993053 | 0,986106 2,96 | 0,001538 | 0,998462 | 0,996923
2,47 | 0,006756 | 0,993244 | 0,986489 2,97 | 0,001489 | 0,998511 | 0,997022
2,48 | 0,006569 | 0,993431 | 0,986862 2,98 | 0,001441 | 0,998559 | 0,997117
2,49 | 0,006387 | 0,993613 | 0,987226 2,99 | 0,001395 | 0,998605 | 0,997210
2,50 | 0,006210 | 0,993790 | 0,987581 3,00 | 0,001350 | 0,998650 | 0,997300
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u D (-u) D (u) D(u) u D(-u) D (u) D(u)
3,01 0,001306 | 0,998694 | 0,997387 3,51 | 0,000224 | 0,999776 | 0,999552
3,02 | 0,001264 | 0,998736 | 0,997472 3,52 | 0,000216 | 0,999784 | 0,999568
3,03 | 0,001223 | 0,998777 | 0,997554 3,53 | 0,000208 | 0,999792 | 0,999584
3,04 | 0,001183 | 0,998817 | 0,997634 3,54 | 0,000200 | 0,999800 | 0,999600
3,05 0,001144 | 0,998856 | 0,997711 3,55| 0,000193 | 0,999807 | 0,999615
3,06 | 0,001107 | 0,998893 | 0,997786 3,56 | 0,000185 | 0,999815 | 0,999629
3,07 | 0,001070 | 0,998930 | 0,997859 3,57 | 0,000179 | 0,999821 | 0,999643
3,08 | 0,001035 | 0,998965 | 0,997930 3,58 | 0,000172 | 0,999828 | 0,999656
3,09 | 0,001001 | 0,998999 | 0,997998 3,59 | 0,000165 | 0,999835 | 0,999669
3,10 | 0,000968 | 0,999032 | 0,998065 3,60 | 0,000159 | 0,999841 | 0,999682
3,11 | 0,000936 | 0,999064 | 0,998129 3,61 | 0,000153 | 0,999847 | 0,999694
3,12 | 0,000904 | 0,999096 | 0,998191 3,62 | 0,000147 | 0,999853 | 0,999705
3,13 | 0,000874 | 0,999126 | 0,998252 3,63 | 0,000142 | 0,999858 | 0,999717
3,14 | 0,000845 | 0,999155 | 0,998310 3,64 | 0,000136 | 0,999864 | 0,999727
3,15 | 0,000816 | 0,999184 | 0,998367 3,65 | 0,000131 | 0,999869 | 0,999738
3,16 | 0,000789 | 0,999211 | 0,998422 3,66 | 0,000126 | 0,999874 | 0,999748
3,17 | 0,000762 | 0,999238 | 0,998475 3,67 | 0,000121 | 0,999879 | 0,999757
3,18 | 0,000736 | 0,999264 | 0,998527 3,68 | 0,000117 | 0,999883 | 0,999767
3,19 | 0,000711 | 0,999289 | 0,998577 3,69 | 0,000112 | 0,999888 | 0,999776
3,20 | 0,000687 | 0,999313 | 0,998626 3,70 | 0,000108 | 0,999892 | 0,999784
3,21 | 0,000664 | 0,999336 | 0,998673 3,71 | 0,000104 | 0,999896 | 0,999793
3,22 | 0,000641 | 0,999359 | 0,998718 3,72 | 0,000100 | 0,999900 | 0,999801
3,23 | 0,000619 | 0,999381 | 0,998762 3,73 | 0,000096 | 0,999904 | 0,999808
3,24 | 0,000598 | 0,999402 | 0,998805 3,74 | 0,000092 | 0,999908 | 0,999816
3,25 | 0,000577 | 0,999423 | 0,998846 3,75 | 0,000088 | 0,999912 | 0,999823
3,26 | 0,000557 | 0,999443 | 0,998886 3,76 | 0,000085 | 0,999915 | 0,999830
3,27 | 0,000538 | 0,999462 | 0,998924 3,77 | 0,000082 | 0,999918 | 0,999837
3,28 | 0,000519 | 0,999481 | 0,998962 3,78 | 0,000078 | 0,999922 | 0,999843
3,29 | 0,000501 | 0,999499 | 0,998998 3,79 | 0,000075 | 0,999925 | 0,999849
3,30 | 0,000483 | 0,999517 | 0,999033 3,80 | 0,000072 | 0,999928 | 0,999855
3,31 | 0,000467 | 0,999533 | 0,999067 3,81 | 0,000070 | 0,999930 | 0,999861
3,32 | 0,000450 | 0,999550 | 0,999100 3,82 | 0,000067 | 0,999933 | 0,999867
3,33 | 0,000434 | 0,999566 | 0,999131 3,83 | 0,000064 | 0,999936 | 0,999872
3,34 | 0,000419 | 0,999581 | 0,999162 3,84 | 0,000062 | 0,999938 | 0,999877
3,35 | 0,000404 | 0,999596 | 0,999192 3,85 | 0,000059 | 0,999941 | 0,999882
3,36 | 0,000390 | 0,999610 | 0,999220 3,86 | 0,000057 | 0,999943 | 0,999887
3,37 | 0,000376 | 0,999624 | 0,999248 3,87 | 0,000054 | 0,999946 | 0,999891
3,38 | 0,000362 | 0,999638 | 0,999275 3,88 | 0,000052 | 0,999948 | 0,999896
3,39 | 0,000350 | 0,999650 | 0,999301 3,89 | 0,000050 | 0,999950 | 0,999900
3,40 | 0,000337 | 0,999663 | 0,999326 3,90 | 0,000048 | 0,999952 | 0,999904
3,41 | 0,000325 | 0,999675 | 0,999350 3,91 | 0,000046 | 0,999954 | 0,999908
3,42 | 0,000313 | 0,999687 | 0,999374 3,92 | 0,000044 | 0,999956 | 0,999911
3,43 | 0,000302 | 0,999698 | 0,999396 3,93 | 0,000042 | 0,999958 | 0,999915
3,44 | 0,000291 | 0,999709 | 0,999418 3,94 | 0,000041 | 0,999959 | 0,999918
3,45 | 0,000280 | 0,999720 | 0,999439 3,95 | 0,000039 | 0,999961 | 0,999922
3,46 | 0,000270 | 0,999730 | 0,999460 3,96 | 0,000037 | 0,999963 | 0,999925
3,47 | 0,000260 | 0,999740 | 0,999479 3,97 | 0,000036 | 0,999964 | 0,999928
3,48 | 0,000251 | 0,999749 | 0,999498 3,98 | 0,000034 | 0,999966 | 0,999931
3,49 | 0,000242 | 0,999758 | 0,999517 3,99 | 0,000033 | 0,999967 | 0,999934
3,50 | 0,000233 | 0,999767 | 0,999535 4,00 | 0,000032 | 0,999968 | 0,999937
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12 Formelzeichen und Begriffe

= Integral von minus unendlich bis plus unendlich

= Wurzelzeichen

= Produktzeichen

= kleiner als oder gleich

J

\/_

Z = Summenzeichen
[1

<

>

#*

§ = groler als oder gleich
93 = ungleich
§ |x| = Betrag von x (positiver Wert von x)
§ Buns Bop = Faktoren zur Berechnung der Streugrenzen von s
C = Mittenwert des Toleranzbereichs oder Sollwert
Dyns Do = Faktoren zur Berechnung des Vertrauensbereichs fir o
e = Basis des natliirlichen Logarithmus (~ 2,71828)
f = Zahl der Freiheitsgrade
f(x) = Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
G; = aufsummierte Besetzungszahl
h, = relative Haufigkeit
H; = relative Summenhaufigkeit
i, ] = Zahlindizes
k = Klassenzahl
In = natlrlicher Logarithmus
m = Anzahl von Wertegruppen
n = Stichprobenumfang
n, = Absolute Haufigkeit in der j-ten Klasse
P = Wahrscheinlichkeit
P, = Aussagewahrscheinlichkeit
R = Range, Spannweite
s = Standardabweichung der Stichprobe
Sk = mit der Range-Methode bestimmte Standardabweichung
t' = Faktor zur Berechnung des Vertrauensbereiches fiir p bei unbekannter

Standardabweichung der Grundgesamtheit
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u = standardisierter Parameter der Normalverteilung N(p = 0; o?=1)
% = Variationskoeffizient
w = Klassenbreite
X = stetige Merkmalswerte
Xi, Y = Werte einer Messreihe
X1y r Xn) = nach der GroRRe geordnete Werte einer Messreihe
Xg = geometrischer Mittelwert einer Stichprobe
X, = Harmonischer Mittelwert
m X max = groBter Wert einer Stichprobe
§ X i = kleinster Wert einer Stichprobe
[%2]
g X = Median (Zentralwert) einer Stichprobe
g X = arithmetischer Mittelwert einer Stichprobe
& A = Intervallbreite
€ = Streufaktor der Lognormalverteilung
n = Mittelwert einer Grundgesamtheit
U = geometrischer Mittelwert einer Grundgesamtheit
c = Standardabweichung einer Grundgesamtheit
c’ = Varianz einer Grundgesamtheit
T = Zahl Pi (~ 3,1416)
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