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1. Einfuhrung in die Versuchsmethodik

Ziel dieses Heftes ist es, Mitarbeitern aus Forschung, Entwicklung und Fertigung einen Uberblick (iber
das Thema Versuchsmethodik bei Bosch zu geben. Unter Versuchsmethodik (auf Englisch: Design of
Experiments, DoE) wird dabei die systematische Vorgehensweise zur Planung, Durchfihrung und
Auswertung von Versuchen unter Minimierung der dafiir erforderlichen Ressourcen verstanden. Die in
der Literatur unter der Bezeichnung ,DoE* Ublicherweise beschriebene ,statistische Versuchsplanung®
wird als Teilaspekt der Versuchsmethodik hier nur soweit behandelt, wie es im Rahmen der Ublichen
technischen Fragestellungen notwendig ist. Fir weitergehende Studien sei auf die einschlagige
umfangreiche Literatur verwiesen. Auf eine mathematische Herleitung der Zusammenhange wird
weitestgehend verzichtet.

Der Inhalt des vorliegenden Heftes deckt wesentliche Aspekte der Versuchsmethodik fir die
ingenieurmalige Praxis ab, z.B. Versuchsfihrung und die Rolle der Modellbildung. Dartber hinaus
soll es als Leitfaden zur Planung, Vorbereitung und Auswertung von Versuchen dienen. Zur
selbstandigen Behandlung komplexer Fragestellungen muss dies jedoch durch ausreichende Praxis -
Erfahrung ergéanzt werden.

Aufbau des Heftes:

Kapitel 1: Uberblick und wichtige Aspekte zum Verstandnis der Methode, deren Bedeutung und
insbesondere Anwendung bei Bosch.

Kapiteln 2...7:  Detaillierte Beschreibung der Versuchsmethodik in chronologischer Abfolge der
Einzelschritte.

Kapitel 8: Weiterfilhrende Ansatze (Details zu relevanten statistischen Grundlagen siehe
Anhang).

1.1. Bedeutung von Versuchen

Aufgabe eines Versuchs oder Experimentes ist die, meist empirische, Uberpriifung einer Annahme
(Lateinisch experimentum: Beweis, Priifung, Probe). Am realen Objekt wird durch Beobachtung oder
Messung festgestellt, ob die Annahme =zutrifft oder nicht. Letztendlich ist das Ziel eines jeden
Versuches die Erweiterung der Erkenntnis. Einen Versuch durchzuflihren, bevor die Frage gestellt
wurde, welche beantwortet werden soll, ist nicht zielfiihrend.

Der Versuch ist immer eine Untersuchung des kausalen Zusammenhangs von Ursache und Wirkung,
wobei stets der Gedanke eines Prozesses zugrunde liegt, mit Einflissen am Eingang und Reaktionen
am Ausgang. GrdRen, welche die Einflisse beschreiben, werden als Einflussgréfien, diejenigen,
welche die Reaktionen beschreiben, als Zielgrofien bezeichnet.

Ein Versuch ist die empirische Untersuchung tUber den kausalen Zusammenhang zwischen Einfluss-
und ZielgréRen eines Systems auf der Grundlage von Beobachtung und Messung mit dem Ziel der
Erkenntnisgewinnung.

Je nachdem, ob die Einflussgroflen beim Versuch gezielt eingestellt werden kénnen oder nicht,
unterscheidet man:

a) Versuche unter kontrollierten Bedingungen, z.B. Laborversuche, bei denen die Einflussgrofien
nach dem vorgesehenen Schema eingestellt werden kdnnen.

b) Versuche unter unkontrollierten Bedingungen, oft auch Feldversuche genannt, bei denen die
Einstellung entweder physikalisch nicht moglich oder aus wirtschaftlichen, ethischen etc.
Gesichtspunkten nicht vertretbar erscheint.

Der erste Typ ist nach Moglichkeit immer vorzuziehen, da er ein gezieltes Eingreifen fiir einen
schnellen und wirtschaftlichen Erkenntnisgewinn erlaubt, im zweiten Fall ist dies bedeutend
schwieriger.

Eine weitere Unterscheidung ist zwischen den Begriffen Versuch und Versuchsrealisierung
notwendig. Falls die Untersuchung streuende GroRen betrifft, sind in der Regel mehrere
Versuchsrealisierungen erforderlich. Diese werden in ihrer Gesamtheit dann als Versuch bezeichnet.

© Robert Bosch GmbH | Stand 10.2010 3
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1.1.1. Erkenntnisgewinn durch Versuche

In der Systemtheorie spielen die Begriffe System und Modell eine zentrale Rolle. Systeme bezeichnen
zundchst ganz abstrakt die unterschiedlichsten Objekte der Betrachtung, z.B. eine Kraftstoff-
Einspritzanlage, Fertigungsanlage, ein Haus oder aber auch einen Organismus. Modelle dienen als
vereinfachte Abbildungen realer Systeme zur Beschreibung von wesentlichen Eigenschaften des
Systems wie Struktur und Funktion. Bei der Aufstellung von Modellen spielen Versuche eine
entscheidende Rolle.

1.1.1.1. Grundbegriffe, System und Modell
Definition System:

BES-PE-Glossar (Ausgabe 3-2009/11): Ein System ist eine Gesamtheit von Elementen, die so
aufeinander bezogen sind und in einer Weise wechselwirken, dass sie als eine aufgaben-, sinn- oder
zweckgebundene Einheit angesehen werden kénnen und sich in dieser Weise gegeniiber der sie
umgebenden Umwelt abgrenzen.

Ein System weist eine Systemstruktur auf und erfiillt eine bestimmte Funktion, vgl. [13], S.35. EN ISO
9000: System = Satz von in Wechselbeziehung oder Wechselwirkung stehenden Elementen.

Da die Aspekte Abgrenzung zur Umgebung und Funktion jedoch fir die Versuchsmethodik wichtig
sind, soll im Folgenden die erste Definition verwendet werden.

Definition Modell:

BES-PE-Glossar (Ausgabe 3-2009/11): Ein Modell ist eine auf relevante Eigenschaften reduzierte
Abbildung der Wirklichkeit.

Ein Modell ist die vereinfachte, beschrankt gultige Abbildung eines Systems, welche flir einen
bestimmten Modellzweck glltige Aussagen Uber das System vermitteln soll, vgl. auch [13], S.51.
Dabei ist wichtig zu verstehen, dass ein Modell nicht richtig oder falsch ist, sondern zweckmafRig oder
nicht, je nach Aufgabe, die das Modell erfiillen soll. Fir verschiedene Fragestellungen kénnen
unterschiedliche Modelle desselben Systems erforderlich sein.

Mit der Entwicklung von Modellen beschaftigt sich die Systemanalyse als eine der Methoden der
Systemtheorie, dieser Prozess wird oft Modellbildung genannt.

Grunde flir eine Modellbildung:
o Reduzierung der Komplexitat der Zusammenhange in einem System

e erhohtes Verstandnis und Erklarung des Systemverhaltens durch Simulation, u.a. dort, wo Studien
am realen System nicht moglich, nicht wirtschaftlich oder nicht vertretbar sind

e Prognose oder Optimierung des Systemverhaltens bevor das System physisch existiert.
Generelle Vorgehensweise bei der Modellbildung:

1. Erstellung eines Modells: meist iteratives, heuristisches Vorgehen, bei dem das Modell,
ausgehend vom einfachst-mdglichen Modellansatz, durch Erkenntnisse aus der Realitat solange
angepasst wird, bis alle aus Sicht der zu lI6senden Aufgabe wesentlichen Aspekte berilicksichtigt
sind.

2. Validierung des Modells: Vergleich der prognostizierten mit den beobachteten Eigenschaften
und Verhaltensweisen des Systems.

3. Simulation: Erkenntnisgewinn tber das System anhand des Modells.
4. ggf. Weiterentwicklung des Modells, anschliefend Fortsetzung mit Schritt 2.

Abhangig von den Eigenschaften Struktur und Funktion des Systems, welche das Modell wiedergibt,
spricht man von strukturtreuen oder verhaltensgiltigen Modellen [13], S.61.

Die Abbildung der Systemstruktur erfolgt durch:
o die Systemgrenze (Abgrenzung zur Umgebung),

o die Systemelemente mit Eigenschaften, wobei die Elemente wiederum Systeme (Subsysteme)
sein kdnnen,

© Robert Bosch GmbH | Stand 10.2010 4
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e Wechselwirkungen inkl. Ruickkopplung zwischen den Elementen und zwischen System und
Umwelt durch Stoff-, Energie- und Informationsflisse.

Die Systemstruktur hangt entscheidend von der Betrachtungstiefe ab. Zum einen mussen die
wesentlichen Einflisse (z.B. Wechselwirkung zwischen den Elementen) erfasst werden kénnen, zum
anderen darf der Detaillierungsgrad das Modell nicht zu komplex werden lassen. Der Grundsatz lautet
somit: So grob wie mdglich, so detailliert wie nétig.

Die Funktion eines (Sub-)Systems beschreibt nicht ,wie etwas ist‘, sondern ,was es tut‘, d.h. es
werden Verhaltensweisen, nicht Bestandteile nachgebildet [14], S.55.

Die Abbildung der Funktion erfolgt durch:

e eine Beschreibung der Interaktion des Systems mit seiner Umwelt durch Eingangs- und
Ausgangsgrofien.

ANMERKUNG: Eingangsgrof3en beschreiben die Wirkung der Umwelt auf das System, Ausgangsgrof3en seine
Reaktion auf die Umwelt. Diese GroRen missen nicht mit den Einfluss- und ZielgréRen des Versuchs
Ubereinstimmen, sondern beschreiben die Beziehung des Systems mit seiner Umwelt. Einfluss- und
ZielgroRen beschreiben hingegen den Versuch im Rahmen eines Prozessmodells.

e eine Beschreibung des funktionalen Zusammenhangs zwischen Eingangs- und Ausgangsgroéfen
durch eine Transferfunktion.

ANMERKUNG: Die Beschreibung kann auf der héchsten (Super-) Systemebene als auch auf einer beliebigen
(Sub-)Systemebene erfolgen.

Die Darstellung der Struktur und Funktion eines Systems kann als Graph erfolgen.

Wechselwirkungen Systemstruktur Systemfunktion

~
\/Systemgrenze
> N >
) System
Element \\ Eingang =——| ) Ausgang
=P
System
— -_— -
Umwelt

Bild 1.1: Systemstruktur und —funktion

1.1.1.2. Arten der Modellbildung

Man unterscheidet zwei verschiedene Wege der Modellbildung sowie Mischformen davon [13], S.
52ff..

Versuchs-
aufwand

o

—

—
b B

White Box Black Box

< Erkenntnisfortschritt |

Bild 1.2: Arten der Modellbildung

Versuchsaufwand
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Physikalische Modellbildung (White Box)

Die physikalische Modellbildung (auch white- oder glass-box Modellbildung genannt) bezeichnet eine
deduktive Vorgehensweise (vom Allgemeinen zum Speziellen) auf der Basis von allgemeinen
Naturgesetzen und Prinzipien (z.B. Erhaltungssatze, Gesetze aus Chemie, Physik oder
Thermodynamik) sowie Strukturwissen Uber das System. Die Funktion der Systemelemente muss hier
auf der gewahlten Betrachtungsebene vollstandig bekannt sein, so dass aus der Systemstruktur die
Funktion des Gesamtsystems eindeutig abgeleitet werden kann. Modellparameter missen durch
physikalische Konstanten und die bekannten Eigenschaften der Systemelemente vorgegeben sein.
Das Modell wird oft als Satz komplexer partieller Differentialgleichungen (PDGL’s) dargestellt.

Der Modellansatz ist hier nur durch die Gultigkeit der zugrundeliegenden GesetzmaRigkeiten
eingeschrankt, so dass ein Einsatz auf breiter Basis mdglich ist, was einen groRen Vorteil dieser
Vorgehensweise darstellt. Man spricht von einem strukturtreuen Modell, welches das Systemverhalten
erklart.

Auch bei einer physikalischen Modellbildung muss das Modell experimentell validiert werden.

BeispIEL: Als Beispiel einer physikalischen Modellbildung seien strukturmechanische Modelle von Bauteilen
erwahnt, deren Deformationsverhalten unter Belastung mittels der Methode der Finiten Elemente untersucht
wird. Das zu modellierende Bauteil wird hier als System ,finiter Elemente* betrachtet. Die Systemstruktur ist
durch die Aufteilung des Bauteilvolumens in z.B. Tetraeder-Elemente und deren Anordnung vorgegeben.
Das Verhalten (Funktion) der einzelnen Elemente wird durch ein System patrtieller Differentialgleichungen
beschrieben, die Interaktion zwischen den Elementen bilden globale Gleichgewichtsbedingungen. Aufgrund
der bekannten Gesetzmafigkeiten der Elastizitétstheorie und des Systemwissens (z.B. Uber die Geometrie
und Beschaffenheit des Systems) ist die Ableitung des globalen Systemverhaltens mdglich. Die
EingangsgroRen bilden die Lasten und sonstige Randbedingungen. Das System reagiert darauf mit einer
bestimmten Deformation (Ausgangsgrof3en). Die Modellparameter sind durch E-Modul und
Querkontraktionszahl des Werkstoffs vorgegeben, diese missen bekannt sein. Das Modell ist durch die
Glltigkeit der zugrundeliegenden elastizitatstheoretischen Gesetze begrenzt, bei plastischer Deformation
unter grof3en Lasten ist diese nicht mehr gegeben. Deswegen ist eine experimentelle Validierung erforderlich,
z.B. durch Messung der tatsachlichen Deformation mit Hilfe eines Dehnungsmessstreifens und dem
anschlieenden Vergleich mit dem rechnerischen Wert.

White-box-Modellbildung ist in Reinform selten anzutreffen. Die Anwendung physikalischer
Modellbildung ist bei technischen Fragestellungen moglich, falls der Stand der Technik dafir ausreicht
sowie ein umfassendes Systemwissen vorhanden ist. Dies trifft fur quantitative Aussagen oft nicht zu,
da ausreichendes Wissen Uber Struktur, Gesetze oder Elementeigenschaften entweder in der
erforderlichen Detailtiefe nicht verfugbar oder aus Zeit- und Kostengriinden nicht beschaffbar ist.
Streuende Grofien erschweren die Modellbildung zusatzlich. Mégliche Abhilfe verschafft hier die grey-
box-Modellierung. Qualitative Analysen der Abhangigkeiten und Wechselwirkungen durch
Parameterstudien sind jedoch maglich.

Empirische Modellbildung (Black Box)

Die empirische Modellbildung, auch Systemidentifikation oder black-box- Modellbildung genannt, ist
eine induktive Vorgehensweise (vom Speziellen zum Allgemeinen), bei der nur durch eine
experimentelle Erfassung der Eingangs- und AusgangsgroRen des Systems in endlich vielen,
diskreten Fallen (bzw. in einer endlichen Zeit), z.B. anhand von Messung und Beobachtung, ein Modell
aufgestellt wird, welches die Beziehung zwischen Eingangs- und Ausgangsgrof3en durch eine
Transferfunktion bestmdglich beschreibt. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einem
verhaltensbeschreibenden Ansatz. Basis fur die Transferfunktion ist ein allgemeiner mathematischer
Ansatz, welcher a-priori vorgegeben werden muss, meistens als einfache algebraische Gleichung, z.B.
als Polynom ersten oder zweiten Grades. AnschlieRende Systemidentifikation erfolgt durch
Bestimmung der freien Modellparameter (Koeffizienten in der Gleichung) so, dass die Transferfunktion
im Rahmen der Modellgenauigkeit das Systemverhalten bestmdéglich beschreibt.

Vorteil:

e Strukturwissen sowie Wissen Uber physikalische Gesetze und Elementeigenschaften des
Systems mdissen nicht vorhanden sein (Wissen ist tatsachlich nicht vorhanden oder nicht
beschaffbar).

Nachteile:

e Chancen hinsichtlich eines tieferen Verstandnisses des Systemverhaltens werden eventuell nicht
genutzt.

© Robert Bosch GmbH | Stand 10.2010 6
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e das Modell kann nur in engen Grenzen eingesetzt werden, da ein komplexes globales
Systemverhalten nicht durch die begrenzte Ordnung der Modellgleichung angenahert werden
kann. Modellierung ist somit nur zur Interpolation geeignet.

ANMERKUNG: In diesen engen Grenzen kann man jedoch durch Taylor-Entwicklung zeigen, dass das Modell
jedes stetige Systemverhalten bis auf einen Restfehler héherer Ordnung wiedergeben kann, auch wenn es
von den (unbekannten) tatsdchlichen physikalischen Zusammenhéngen abweicht. Dieser Sachverhalt
beantwortet auch die Frage, warum uberhaupt ein allgemeiner Modellansatz in der Lage sein soll,
unterschiedliches Systemverhalten zu beschreiben, und stellt einen wesentlichen Vorteil dieses Ansatzes
dar.

Die Verifikation eines black-box-Modells ist bereits in der Modellbildung enthalten, die Validierung (ob
der a-priori gewahlte Modellansatz fiir die Fragestellung sinnvoll ist) muss separat gefiihrt werden.

Die black-box-Modellbildung dient bei vollkommen unbekannten Systemen als Basis fiir eine
physikalische Modellbildung, indem Fakten und Informationen gesammelt werden, woraus durch
Hypothesenbildung die physikalischen Theorien abgeleitet werden koénnen. Diese Art der
Modellbildung ist auch bei technischen Fragestellungen ohne Vorwissen in Anwendung und
Gegenstand der klassischen statistischen Versuchsplanung, z.B. mittels faktorieller Prifplane.

BeispIEL: Ein Beispiel einer empirischen Modellbildung ist das Korrosionsverhalten nichtrostender Stéhle im
ethanolhaltigen Benzin, in Abhéngigkeit von der Material- und Mediumzusammensetzung, der Oberflache,
Temperatur und Expositionszeit. Ndhere Zusammenhénge sind hier nicht bekannt, so dass zu einer black-
box-Modellbildung gegriffen werden muss. In einer Versuchsreihe wird die Abhangigkeit der Intensitét der
Korrosionserscheinungen, gemessen an den Abmessungen der Korrosionsldcher (Systemausgang), von der
Expositionsdauer und allen weiteren oben erwahnten Parametern (Systemeingang) untersucht.

Gemischte Modellbildung (Grey Box)

Neben den ersten beiden Modellierungsansatzen existieren diverse Mischformen, diese werden als
grey-box-Modellierungen bezeichnet.

Falls die Systemstruktur bekannt ist, nicht aber die Funktion der Systemelemente, kann auf Ebene der
Elemente die Technik der empirischen Modellbildung angewendet werden, um das Systemverhalten
zu beschreiben. Man spricht in diesem Zusammenhang von verhaltensbeschreibenden Elementen in
einem verhaltenserklarenden Modell, [13], S.57.

Andererseits kdnnen Strukturwissen und bekannte physikalische Zusammenhange, soweit vorhanden,
bei der Aufstellung des Modellansatzes verwendet werden. Ein Polynom kann z.B. durch eine
Exponential- oder Logarithmus-Funktion aus einem physikalischen Modell ersetzt werden. Bei der
klassischen Versuchsplanung mittels faktoriellen Prifplanen (die auf Polynomansatzen basieren) kann
die Verwendung von solchen Ansatzen durch Variablentransformation, erfolgen. Dies wirde der
Berucksichtigung verhaltenserklarender Ansatze in einem beschreibenden Modell entsprechen.

Eine weitere Art von grey-box-Modellierungen ergibt sich aus der Tatsache, dass eine physikalische
Modellbildung meistens auf gekoppelte Systeme partieller Differentialgleichungen fihrt. Die
Eigenschaften der Abhangigkeit zwischen Einfluss- und Zielgréen sind somit nicht direkt ersichtlich,
Lésungen ergeben sich hier erst durch komplexe numerische Berechnungsverfahren wie die Methode
der Finiten Elemente. Damit liegt die Modellgleichung aber nicht als explizite analytische Funktion
sondern implizit als ,Rechenvorschrift vor, d.h. ein computerbasiertes Berechnungstool (Solver) kann
fur diskrete Einstellungen der EinflussgrofRen die zugehorige ZielgrofRe auf Basis des komplexen
physikalischen Modells liefern. Dieser Vorgang wird im Kontext der Versuchsmethodik analog zu den
physischen Versuchen als Computerexperiment bezeichnet. Hier werden nicht direkte
Untersuchungen an einem realen System durchgefiihrt, sondern Simulationen an einem bereits
existierenden Modell. Die dabei entstandenen Modelle werden dementsprechend als Meta-Modelle
bezeichnet, sie kdnnen so einfach wie nétig gestaltet werden (z.B. oft als Polynom ersten oder zweiten
Grades), um somit direkt Aufschluss Uber die Art der Abhangigkeit zwischen Einfluss- und ZielgréRen
liefern zu kénnen.

Bei der Bestimmung der freien Parameter eines physikalisch-basierten Modells spricht man von einer
experimentellen Parameteridentifikation oder gelegentlich davon, dass das Modell ,kalibriert wird.
Dies kann bei komplexen Modellen nicht trivial sein, da keine explizite Darstellung der Modellgleichung
mehr maoglich ist, was zu sogenannten inversen Problemen fiihrt. Da es nicht mehr mdglich ist, den
Versuch so zu planen, dass die freien Parameter der Modellgleichung unmittelbar aus den
Versuchsergebnissen bestimmt werden kdnnen, ist eine Losung hier nur durch Optimierung maglich.
Bei diesem Modellierungsansatz ist die Parameteridentifikation gleichzeitig die Verifikation des
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Versuchsmethodik (DoE)

Modells. Eine Validierung (ob der Modellansatz fiir die Fragestellung geeignet ist) muss allerdings
separat erfolgen.

Dieser Ansatz entspricht weitestgehend dem typischen ingenieurmaRigen Vorgehen bei komplexen
technischen Fragestellungen, bei dem ein grobes physikalisches Modell durch Versuche Uber
vorhandenes Systemwissen angepasst wird. Das Modell kann in begrenztem Umfang auch zur
Extrapolation verwendet werden.

BEISPIEL: Beispiele fur grey-box-Modelle sind die nicht-linearen Materialmodelle der Strukturmechanik,
welche auf Basis rheologischer GesetzmaRigkeiten konstruiert wurden und mehrere Dutzend freie
Modellparameter besitzen. Diese werden bestimmt, indem durch Optimierung eine Anpassung des Modells
an komplexe Versuchsergebnisse vorgenommen wird.

Handlungsleitlinie:

Es muss so weit wie moglich eine white-box-Modellbildung angestrebt werden. Hier sind Versuche
lediglich zur Verifikation und Validierung erforderlich.

Jedem muss jedoch bewusst sein, dass
e in den seltensten Fallen eine reine white-box-Modellbildung méglich ist,

e in vielen Fallen eine mehr oder weniger davon abweichende grey-box-Modellbildung notwendig
ist,

¢ und manchmal sogar eine reine black-box-Modellbildung je nach Aufgabenstellungen erforderlich
sein kann.

Bei den letzten beiden Fallen ist das theoretische Wissen nicht ausreichend verfugbar (z.B. bei neuen
Produkten und Technologien) oder kann nicht rechtzeitig beschafft werden, somit sind Versuche
auler zur Validierung auch zur Parameter- oder zur Systemidentifikation erforderlich.

1.1.2. Versuche und Erprobung

Versuche sind auch zur Validierung der Qualitdt von Produkten notwendig. Praktisch alle relevanten
Normen, Regelwerken, Richtlinien etc. z.B. [6,7,8,9] fordern, dass wahrend der Entwicklung Produkte
erprobt werden.

Unter Erprobung wird dabei die Prifung an einem technischen Erzeugnis zur Verifizierung und
Validierung von Qualitats-Merkmalen verstanden.

Nach DIN EN ISO 9000 ist die Verifizierung die Bestatigung durch Bereitstellung eines objektiven
Nachweises, dass festgelegte Forderungen erflllt worden sind.

Die Validierung ist nach obiger Norm hingegen die Bestatigung durch Bereitstellung eines objektiven
Nachweises, dass die Forderungen fiir einen spezifischen beabsichtigten Gebrauch oder Anwendung
erfullt worden sind.

Mit Erprobung soll nachgewiesen werden, dass die gestellten Anforderungen, d.h. die Funktionalitat,
Zuverlassigkeit, Robustheit und Sicherheit des Erzeugnisses erfullt werden. Daruber hinaus soll die
Erprobung Erkenntnisse Uber diverse Einflisse (z.B. Umwelteinflisse) auf Produkte und Prozesse
bringen und insbesondere die Aussagesicherheit erhéhen.

Folgende Prinzipien stellen die Grundlagen der Erprobung dar:

e Frontloading:
bedeutet, dass so friih wie mdglich mit der Erprobung begonnen werden muss.

e Feldrelevanz:
bedeutet, dass die Priflinge selbst sowie die Bedingungen der Erprobung so weit wie mdglich den
spateren Einsatzbedingungen entsprechen mussen.

e Standardisierung:
Wichtiges Grundprinzip ist die Arbeit mit Standard-Prifverfahren, welche in Regelwerken
beschrieben werden, z.B. DIN IEC 68 ,Grundlegende Umweltprifverfahren® oder VDI 4005
,Einflisse von Umweltbedingungen auf die Zuverlassigkeit technischer Erzeugnisse®.

Zwei Erprobungsphilosophien mit entsprechenden Vor- und Nachteilen stehen obigen Prinzipien
gegeniber:
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1.1.

Die

“Test to pass”: Die geforderte Qualitat bzw. Zuverlassigkeit des Produktes wird durch Bestehen
einer vorgegebenen Erprobung ohne Beeintrachtigung des Erzeugnisses nachgewiesen. Oft
basieren solche Anforderungen auf Gibergeordneten Regelwerken, so dass das Erzeugnis als ,, fit-
for-standard“ angesehen werden kann.

Vorteile:
o breite Akzeptanz der Ergebnisse

e gewisse Sicherheit, da man sich stets auf das ,Bestehen” einer vorgeschriebenen Erprobung
berufen kann.

Nachteile:
e Feldrelevanz oft unklar
o Madogliche Feldprobleme trotz bestandener Erprobung.

“Test to failure”: Durch eine (meist) verschéarfte Erprobung werden die Grenzen des
Erzeugnisses in einem end-of-life-Test (deutliche Beeintrachtigung bis zum Ausfall) ermittelt. Die
Erprobung ist hier eine wichtige Entwicklungstatigkeit, durch welche Risiken erkannt und
Verbesserungen herbeigefiihrt werden sollen. Die ,Bewertung® des Erzeugnisses erfolgt nicht
direkt aus der Erprobung, sondern in einem separaten Arbeitsschritt, bei dem die Ergebnisse der
Erprobung und die feldrelevanten Einsatzbedingungen einflieien. Da auf Feldrelevanz bei dieser
Betrachtung grof3en Wert gelegt wird, kann nach positiver Bewertung das Erzeugnis hier als , fit-
for-use" eingestuft werden.

Vorteil:

Bei richtiger Anwendung kann es hier nicht zu Feldproblemen kommen, da die Grenzen des
Erzeugnisses und die feldrelevanten Einsatzbedingungen bekannt, und der Abstand zwischen
Beiden als ausreichend eingestuft wurde.

Schwierigkeit:
Ermittlung der feldrelevanten Einsatzbedingungen.

3. Versuche und Qualitat
Herausforderung heutiger Unternehmen ist, qualitativ hochwertige Produkte (Null-Fehler-

Philosophie) zunehmender Komplexitat in kurzester Zeit zu konkurrenzfahigen Preisen auf den Markt
zu bringen.

Zwei generelle Ansétze kdnnen als Antwort auf diese Herausforderung angesehen werden, vgl. [21],

S.5:

Six-Sigma als eigenstandige Verbesserungsmethodik zur Reduzierung bzw. Eliminierung
bestehender Fehler/Abweichungen auf der Basis von bereits bekannten Qualitats- und Lean-
Management-Ansatzen (reaktiver Ansatz)

Design-For-Six-Sigma (DFSS) als Entwicklungsmethodik, um durch ein fundiertes
Produktverstédndnis und unter Einsatz adaquater Entwicklungsmethoden von Anfang an
fehlerfreie, robuste und zuverldssige Produkte zu entwickeln (praventiver Ansatz) und dabei die
eingesetzten Ressourcen maoglichst effizient zu nutzen, [21] S. 14.

Versuche spielen sowohl in der klassischen Six-Sigma Qualitatsphilosophie als auch bei DFSS eine
wesentliche Rolle:

bei Six-Sigma hauptsachlich in der Analyse-Phase, wo es darum geht, die Wirkzusammenhange
zwischen Problemen und Ursachen zu finden, zu analysieren und statistisch abzusichern,

bei DFSS als Werkzeug, um unbekannte Wirkzusammenhange zu ermitteln und als Basis fur die
Gestaltung, Bewertung und Optimierung von Robustheit und Zuverlassigkeit zu verwenden.
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1.2. Die Rolle der Statistik beim Versuch

Statistische Ansatze sind dann erforderlich, wenn bei der Untersuchung technischer Systeme
streuende Groflen auftreten. Je nach Ursache der Streuung kénnen unterschiedliche Strategien
angewendet werden, um sinnvoll mit dieser Streuung umzugehen.

1.2.1. Die Quellen von Streuung
Allgemein kdnnen bei einem Versuch drei verschiedene Quellen von Streuungen identifiziert werden:

o die untersuchten Pruflinge selbst
o die Messung der untersuchten Einfluss- und Zielgrofien
¢ die Versuchsanordnung.

Streuungen treten bei technischen Anwendungen auf weil die Werkstoffeigenschaften, die
Fertigungsbedingungen, sowie die Nutzungsbedingungen von Erzeugnissen bei Stlickzahlen > 1
nicht absolut identisch sein kénnen.

Der Wert einer Messung unterliegt ebenfalls einer Streuung. Die Abweichung des (korrigierten)
Messwertes vom prinzipiell unbekannten wahren Wert wird durch die Messunsicherheit beschrieben
(s. [15] Heft 8).

Da auch unter Laborbedingungen nicht sichergestellt werden kann, dass nur die untersuchten
Einflisse auf das Versuchsobjekt wirken, sondern auch andere unbekannte Stérgréen auftreten
kénnen, miissen diese Streuungen mit in Betracht gezogen werden (Einfluss der Versuchsanordnung
selbst inkl. Umgebungsbedingungen).

1.2.1.1. Streuende Priiflinge
Bei streuenden Pruflingen kénnen zwei unterschiedliche Strategien angewendet werden:

a) Streuung reduzieren: Zunachst ist eine Design-Losung anzustreben, bei der die betrachteten
Effekte bedeutend groRer werden als die Streuung, z.B. durch gezielte Streuungsreduktion.
Solche Ldsungen sind immer zu bevorzugen, denn sie zeichnen sich durch eine hohe Robustheit
aus. Die Streuung ftritt dann nach wie vor auf, spielt jedoch fir die Anwendung eine
untergeordnete Rolle. Beim Versuch kénnen in diesem Fall auch ohne Anwendung statistischer
Verfahren gute Ergebnisse erzielt werden. Flr quantitative Angaben Uber die Glite der Ergebnisse
(z.B. Vertrauensbereiche und Signifikanz) sind allerdings wieder statistische Ansatze erforderlich.

b) Streuung beherrschen: Falls man sich an der technologischen Grenze bewegt, so dass eine
weitere Reduktion der Streuung nicht moglich oder nicht wirtschaftlich ist und diese vergleichbar
mit den betrachteten Effekten wird, muss bereits in der Designphase sichergestellt werden, dass
die Streuung beherrschbar (d.h. bekannt, stabil und zielfihrend) ist. In diesem Fall ist mit einem
erhdéhten Aufwand und einem steigenden Risiko fiir das Produkt-Konzept zu rechnen. Hier kann
auf die Anwendung statistischer Verfahren bei der Versuchsfiihrung nicht verzichtet werden.

Grundsatzlich ist immer die erste Strategie anzustreben. Denn selbst wenn durch statistische Ansatze
ein Effekt im Mittel nachgewiesen wird, bleibt die Frage offen, ob dieser Effekt flir die spatere
Anwendung ausreichend, und die auftretende Streuung zielfihrend ist.

BeispieL 1: In einer Einspritzkomponente soll ein Bauteil eingesetzt werden, welches mittels eines
wirtschaftlichen, bisher jedoch nicht verwendeten formgebenden Fertigungsverfahrens hergestellt werden
soll. Das Design des Bauteils ist vollstandig auf dieses Fertigungsverfahren ausgerichtet.

Am Anfang der Entwicklung liegen keine weiteren Informationen tber die Streuung der Materialeigenschaften
dieses Bauteils vor. Bald stellt sich jedoch heraus, dass diese einer erheblichen Streuung unterliegen,
bedingt durch die hohe Sensitivitat des Fertigungsverfahrens gegentiber diversen EinflussgrofZen.

Da kein anderes Fertigungsverfahren bei dem vorliegenden Design wirtschaftlich erscheint, wurden
erhebliche Anstrengungen unternommen, die Fertigungsstreuung zu reduzieren. An dieser Stelle ware der
Ansatz ,mit der Streuung zu leben* z.B. durch statistisch gut abgesicherte Versuche zur Bestimmung der
Materialeigenschaften hdchst problematisch gewesen, denn die hohe Streuung war weder stabil noch
zielfilhrend im Hinblick auf eine spéatere Serienproduktion. Ziel muss sein, vor der Festlegung des Designs
nach einem stabilen Fertigungsverfahren zu suchen und bei der Betrachtung der Kosten das Kostenrisiko der
weniger robusten Lésung mit einzubeziehen.
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BeispieL 2: Die Schwingfestigkeit von hdochstfesten Stahlen fir den Einsatz bei Hochdruckeinspritz-
komponenten ist u. a. durch Bruiche an nichtmetallischen Einschliissen begrenzt.

Die Reduzierung der Streuung der GréRe von Einschlissen und damit der Streuung der Beanspruchbarkeit
hat einen hohen Stand erreicht und ist derzeit technisch nicht weiter méglich. Somit muss ein Konzept zur
Bewertung des Einflusses der Streuung der Beanspruchbarkeit auf die Zuverlassigkeit entwickelt werden.
Dieses Konzept beinhaltet Versuche mit hoher statistischer Absicherung zur Bestimmung der
Beanspruchbarkeit.

Damit wird die hohe Streuung beherrschbar und die Einhaltung der hohen Anforderungen beziglich
Zuverlassigkeit solcher Komponenten kann sichergestellt werden.

Im Falle streuender Priiflinge, bei denen die Streuung nicht weiter reduzierbar, jedoch beherrschbar
ist, kdbnnen objektive Aussagen bei einem Versuch erst durch die Anwendung statistischer Ansatze
ermdoglicht werden. Dies gilt besonders dann, wenn die Streuung nicht wesentlich kleiner als der
untersuchte Effekt ist. Was ,wesentlich kleiner hei’t, und insbesondere, ob der erzielte Effekt sowie
die Streuung fir die technische Ldsung ausreichend ist, kann nur im Kontext der Anwendung
entschieden werden. Nach [1], S.3 wird als Richtwert empfohlen: wenn die untersuchten Effekte
kleiner als das Funffache der Standardabweichung sind, oder der Effekt quantitativ ermittelt werden
soll, missen statistische Ansatze angewendet werden.

In allen Fallen sind die Vertrauensbereiche durch Anwendung statistischer Ansatze zu ermitteln, um
die Unsicherheit der Aussage abschatzen zu kénnen.

1.2.1.2. Streuende Messergebnisse, Storgrofien

Bzgl. streuender Messergebnisse und Storgrofien gilt beim Versuch die Anforderung der Objektivitat:
Versuchsanordnung und Messung dirfen keinen wesentlichen Einfluss auf das Versuchsergebnis
haben. Dabei kdnnen zwei Fehlerarten auftreten, vgl. [2], S.21:

e Systematische Fehler: Abweichung der ermittelten Mittelwerte vom tatsachlichen Mittelwert.
Diese beeintrachtigen die Genauigkeit des ermittelten Wertes. Ursachen: dejustierte Messgerate,
nicht richtig kalibrierte Versuchsanordnungen, systematische Einfliisse der Vorrichtung oder des
Experimentators etc. Aussagen Uber die Genauigkeit konnen durch Vergleiche mit einer anderen
(Referenz-) Messmethode oder einer Standardprobe gemacht werden. Systematische Fehler
kénnen durch eine sorgféaltige Versuchsplanung und Durchfiihrung entsprechend Kapitel 1.5
vermieden werden.

o Zuféallige Fehler: Streuung der Einzelmessungen vom Mess-Mittelwert. Diese beieintrachtigen die
Prazision des ermittelten Wertes. Ursachen: ungeeignete Messverfahren, Einwirkung von
Storgrofien, zufallige Ablese- und Rechenfehler etc. Aussagen Uber die Prazision liefert die reine
Versuchsstreuung.

Der Nachweis Uber die Erfullung obiger Anforderung ist durch Kalibrierung der Versuchsanordnung,
Messfahigkeitsanalysen etc. zu fiihren, Details hierzu sind in [15,16] zu finden.

Eine statistische Versuchsflihrung ist keine Abhilfe fir unzureichende Messgenauigkeit. Insbesondere
systematische Fehler miissen vermieden werden. Durch Anwendung statistischer Ansatze kdnnen
jedoch zufallige StérgroRen kontrolliert und die Aussagegenauigkeiten erhoht, sowie Aussagen Uber
die Signifikanz der Ergebnisse getroffen werden.

Statistik darf auch nicht als Ersatz fur fehlende Sorgfalt bei der Versuchsdurchfihrung dienen. Insofern
ist z.B. eine bekannte Groflie, welche mutmalllich einen Einfluss auf das Ergebnis haben kdnnte (z.B.
Werkzeugverschlei) immer als Versuchsfaktor zu erfassen (z.B. durch Blockbildung) und nicht als
Storgréfie zu behandeln.

1.2.2. Prinzipien der statistischen Versuchsplanung
Begriffsdefinition:

Unter Versuchsplanung wird die Aufstellung eines Versuchsplans (inkl. der Planung von Durchfiihrung
und Auswertung) im Rahmen der Versuchsmethodik verstanden.

Mit statistischer Versuchsplanung bezeichnet man eine besondere Versuchsplanung, welche unter
Einsatz von Mitteln der Statistik auch bei streuenden Versuchsergebnissen eine rationale Aussage
Uber die Fragestellung erlaubt.
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Folgende Prinzipien der statistischen Versuchsfiihrung erhéhen die Aussagesicherheit bei streuenden
Grolen [2]:

e Wiederholung zur Verbesserung der Genauigkeit (Mittelwertstreuung ist kleiner als die
Einzelwertstreuung) und Aussagen Uber die Signifikanz der Ergebnisse.

e Abdeckung des Versuchsraums, z.B. durch eine symmetrische Anordnung der Versuchspunkte,
fur eine hohere Effektivitdt und zur Erfassung von Wechselwirkungen. Die gezielte Variation von
mehreren Faktoren, welche die Anzahl der Versuche bei gleicher Aussagesicherheit minimiert, ist
ein wichtiger Ansatz der statistischen Versuchsplanung.

e Randomisierung (Zufallsreihenfolge) zur Ausschaltung von unbekannten Stérfaktoren. Falls ein
unbekannter Trend, z.B. in der Beschaffenheit der Priflinge aufgrund von Werkzeugverschleily
vorliegt, kann dieser dadurch ausgeschaltet werden, dass Pruflinge aus der Fertigung zuféllig far
den Versuch entnommen werden.

e Blockbildung zur Erfassung von nicht einstellbaren Faktoren. Beispielsweise miissen Versuche,
die nicht alle zeitnah realisiert werden kénnen, in Blocke aufgeteilt werden, um eventuelle
Storeinflisse wie den Werkzeugverschleill zu erfassen. Falls Unterschiede zwischen den Blocken
auftreten, kénnen diese erkannt und eliminiert werden.

e Vermengung von Einflissen zur begrenzten Reduktion des Aufwandes. Diese Technik ist
allerdings mit Nachteilen verbunden, siehe dazu auch Kapitel 8.1.

e Sequentielles Vorgehen, so dass entweder Fortfilhrung oder aber Abbruch der Aktivitdten mdglich
ist, wenn ausreichende Ergebnisse vorliegen.
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Die Vorgehensweise in Kapitel 4 beriicksichtigt die meisten dieser Prinzipien. Weiterfihrende Ansatze
finden sich in Kapitel 8, Grundlagen siehe [11].

1.3. Chancen und Risiken der Versuchsmethodik

1.3.1. Vorteile, Erfolgsfaktoren und Starken
Vorteile:

o Objektives Vorgehen: DoE ermdglicht objektive und prazisierte Aussagen, inkl. einer
quantitativen Modellierung und Optimierung auf Basis der Versuchsdaten, sowie Aussagen Uber
deren Signifikanz, vgl. [2], S.40.

o Effektives Vorgehen: Anwender berichten von einer Verkirzung der Projektlaufzeiten und einer
deutlichen Senkung der Versuchskosten [1]. Der Gesamtaufwand kann friihzeitig abgeschatzt
werden, statt unplanbarer Taktik ,nur noch ein Versuch®. Der Stichprobenumfang wird der zu
I6senden Aufgabe angepasst, was zu einer ausreichenden Genauigkeit des Modells fuhrt. Sowohl
eine unzureichende Genauigkeit (Verpassen technischer Chancen) als auch eine Ubertriebenen
Genauigkeit (unwirtschaftliches Vorgehen) werden vermieden. AulRerdem wird ein Maximum an
Informationen aus den Untersuchungen erreicht z.B. Gber Wechselwirkungen und der Signifikanz
der Ergebnisse.

e Systematisches Vorgehen: Anwender sind haufig damit Uberfordert, aus Massendaten
Erkenntnisse zu ziehen, DoE bietet dafiir ein klares und gut vermittelbares Vorgehen fiir Planung
und Auswertung. Das Verdichten der Daten erleichtert die Darstellung und Kommunikation und
ermoglicht die Auswertung auch zu einem spateren Zeitpunkt sowie die Einbeziehung der Daten in
zukunftige Untersuchungen.

Erfolgsfaktoren:

o Experten Know-how: Der Einsatz von DoE benétigt ausreichendes Wissen und Erfahrung
sowohl bezlglich der zu I6senden Aufgabe, als auch beziglich der Methode selbst, einschlie3lich
eines ausreichenden Wissens Uber Statistik und der eingesetzten Software. Da erfahrungsgemaf
diese Anforderungen selten in einer Person vereint werden konnen, ist die Aufstellung eines
Versuchsteams zu empfehlen.

e Geeignete Software: Falls anhand der Versuchsdaten Modellbildung mit mehreren Faktoren
durchgefihrt werden soll, sind sowohl das Aufstellen der Versuchsplane als auch die meisten
Auswertungen ohne Softwarehilfe nicht zu bewerkstelligen. Uber geeignete Softwaretools wird im
Anhang berichtet.
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Versuchsmethodik (DoE)

e Frihzeitiger Einstieg bei der Versuchsplanung: Falls bereits Daten (oft in unklarer Qualitat)
vorhanden sind, ist eine nachtragliche Bewertung zwar moglich, aber schwierig, z.B. wegen
unzureichender Abdeckung des Versuchsraumes. In diesem Fall steigen die Anforderungen an
den Methoden-Experten, um die Aussagekraft der Ergebnisse einzuschatzen und
Schlussfolgerungen zu ziehen. Die Vergleichbarkeit und Aktualitédt historischer Daten muss
sichergestellt sein, bevor mit der Auswertung begonnen wird.

e Ausreichende Ressourcen: Obwohl DoE eine ressourcenoptimierte Vorgehensweise darstellt,
kénnen die Untersuchungen u.U. betrachtliche Ressourcen in Anspruch nehmen. Reichen die
Ressourcen fir eine DoE-Untersuchung nicht aus, fuhrt wahrscheinlich auch kein anderer
Versuchsansatz zum Ziel. Abhilfe kann hier nur eine Anpassung des Versuchsziels liefern.

Die Starke von DoE liegt bei Aufgabenstellungen, bei denen die Abhangigkeit streuender Zielgrofien
von mehreren EinflussgréRen untersucht werden muss. Hier kann mit einer GUberschaubaren Anzahl
von Versuchen ein komplexes Systemverhalten quantitativ beschrieben werden, auch wenn eine
physikalische Modellbildung schwierig ist.

1.3.2. Grenzen und Gefahren
Was kann von DoE erwartet werden und was nicht?

DoE bietet Lésungen fir typische Fragestellungen u. a. (siehe auch 2.3):

e Modellierung: gezielter Erkenntnisgewinn Uber Wirkzusammenhange im System (Produkt oder
Prozess), falls physikalische Modellbildung schwierig

e Prognose und Optimierung von Produkt- und Prozesseigenschaften,
e Screening: Ermittlung der wesentlichen aus einer Menge von mdéglichen Einflussgrofien.

Die Methode braucht aber an entscheidenden Stellen Input von Experten, diese bestimmen
entscheidend Uber die Qualitét der Ergebnisse:

o Definition der Faktoren und deren Variationsbereiche sowie der Zielgrél3en: Fehlen
entscheidende EinflussgroRen, so kann sich dies lediglich durch eine erhdhte Streuung der
Residuen bemerkbar machen, was nur dann auffallt, falls Erfahrungswerte bekannt sind. In der
Regel gibt es keinen Ansatz, mit dem man entscheiden kann, ob ein wichtiger Faktor vergessen
wurde. Falls die Residuenvarianz (RMS-Error, bzw. Bestimmtheitsmall) nicht akzeptabel
erscheint, missen weitere Faktoren berlicksichtigt werden.

e Wahl des Modellansatzes: Eine Validierung des Modellansatzes kann nur in begrenztem Umfang
durch Uberprifung mit einem Ansatz hoherer Ordnung erfolgen, somit ist die Wahl des
Modellansatzes entscheidend.

ANMERKUNG: Dieser Punkt darf allerdings auch nicht Giberbewertet werden: Es kann durch Taylor-Entwicklung
gezeigt werden, dass jede stetige Funktion durch einen Polynom-Ansatz bis auf ein Restglied héherer
Ordnung gut angendhert werden kann. Auflerdem bieten alternative Modellansatze, welche nicht auf
Polynome basieren, hier gewisse Abhilfe, siehe Kapitel 8.3.

e Sorgfalt bei der Versuchsplanung, Durchfithrung und Auswertung: Dies entscheidet Gber die
Qualitat der Daten, welche fur die Modellierung verwendet werden, vgl. Kapitel 1.5.

e Plausibilisierung und physikalische Deutung der Ergebnisse: Die Ergebnisse der
Modellierung missen durch Experten physikalisch interpretiert werden. Der Nutzen entsteht durch
die physikalische Deutung, ansonsten bleiben die Versuche eine Ansammlung von Daten und
Informationen.

e Konsequenzen und Festlegung von weiteren MalBhahmen: DoE bietet eine objektive Basis flr
Entscheidungen auf der Grundlage von Versuchsergebnissen, kann jedoch nicht die
Entscheidungen selbst, sowie die Diskussion dber die Folgen fur die eigentliche
Entwicklungsaufgabe ersetzen.

Grenzen:

e Zu hoher Aufwand: Auch unter dem Einsatz von DoE kann es dazu kommen, dass zu viele oder
zu teure Versuche gebraucht werden, z.B.

o0 unterschiedliche Ausfihrungen von Priflingen erfordern teure Herstellverfahren
0 nicht ausreichende Anzahl von Priflinge im Musterbau herstellbar,
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o die Priflinge sind in der Eigenschaftskombination, wie es das Versuchsschema vorsieht, nicht
gezielt herstellbar,

0 nicht ausreichende Zeit, um den Versuchsplan durchzufiihren, etc.

e Begrenzte Erkenntnis: DoE ist ein effektiver Ansatz, um aus Versuchsergebnissen ein Maximum
an Information herauszuholen. Die Mdglichkeiten, den Versuchsaufwand im begrenzten Malie zu
reduzieren kénnen in bestimmten Fallen, z.B. bei Screening-Untersuchungen, durchaus sinnvoll
sein, siehe dazu auch Kapitel 8. Diese sind jedoch immer auch mit einem Informationsverlust,
bzw. mit erforderlichen a-priori Annahmen verbunden, welche die Gefahr von Fehlinterpretationen
bergen, z.B. Abschwachung/Ausléschung bis hin zur Umkehr von Effekten bei teilfaktoriellen
Planen niedriger Aufldsung. Zu entscheiden, wo die Grenzen des Sinnvollen liegen, ist immer ein
wichtiger Beitrag des Methodenexperten. Beispielsweise werden fir Untersuchungen der
Wirkzusammenhange (Response-Surface-Untersuchungen) Plane mit mindestens der Auflésung
V empfohlen, was fiir die meisten praxisrelevanten Falle héchstens eine Halbierung des Aufwands
bedeutet, siehe Kapitel 8.1. Insofern fiihrt jeder Versuch, dariiber hinaus Aufwand einzusparen zu
deutlichen Erkenntniseinbul3en.

e Ansatzbedingte Schwachen: DoE ist begrenzt geeignet fir Untersuchungen, bei denen Wert auf
die Extrapolierbarkeit der Ergebnisse gelegt wird. Solche Vorgaben kénnen nur dann erfillt
werden, wenn mindestens eine grey-box-, besser eine white-box-Modellbildung vorliegt. Hier
kénnen physikalische Ansatze z.B. durch Variablentransformation beriicksichtigt werden, siehe
Kapitel 4.4. Gleiches gilt bei Systemen mit unstetigem oder periodischem Verhalten bzw. bei der
Untersuchung eines transienten Zeitverhaltens (z.B. Einschwingverhalten), bedingt durch die
Lokalitat des Modellansatzes.

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

Gefahren:

o Erfahrene Versuchsexperten koénnen dazu verleitet werden, auch dann eine black-box-
Modellbildung vorzunehmen, wenn physikalische Zusammenhange bekannt sind. Diese mlssen,
soweit wie mdglich, immer bei der Modellbildung berlcksichtigt werden, siehe Kapitel 1.1.

e Die experimentellen Untersuchungen kénnen Ldsungen ,an der falschen Stelle“ liefern, obwonhl
zielfihrende Lésungen auf einer ganz anderen Ebene erforderlich waren, z.B. beim Design des
Erzeugnisses, siehe dazu auch Kapitel 1.2.

e DoE kann zu einem falschen Sicherheitsgefiihl verleiten. Bei streuenden GréRen besteht immer
ein kleines, aber endliches und genau definiertes Restrisiko, dass die getroffenen Aussagen falsch
sind. Das Ausschalten dieses Restrisikos wirde unendlich gro3e Stichproben erfordern und kann
somit nicht in Betracht gezogen werden.

* Anwender berichten von einer gewissen Unsicherheit, da der Weg zum Ergebnis insbesondere bei
der Modellbildung von komplexen Systemen nicht immer offensichtlich ist. Die Ergebnisse werden
manchmal als ,mysteriés“ empfunden, obwohl sie nach einer klaren Systematik entstehen. Abhilfe
bietet hier die Vermittlung eines ausreichenden methodischen Wissens.

1.4. Versuchsmethodik bei Bosch

Die Vorteile der Anwendung einer Versuchsmethodik wurden bei Bosch frihzeitig erkannt. Seit 1988
wurden technische Untersuchungen zunehmend mit Hilfe von DoE durchgefiihrt (QS-Information
01/1990). Dabei wurde festgestellt, dass ,sich die in der Literatur genannten Vorteile (z.B. minimaler
Aufwand, maximale Information) ohne Einschrankung bestatigen.“ Deswegen wurde bereits zu diesem
Zeitpunkt die Empfehlung gegeben, sowohl im Entwicklungs- als auch im Fertigungsbereich verstarkt
von den Vorteilen von DoE Gebrauch zu machen.

1.4.1. Anwendung der Versuchsmethodik im Produktentstehungsprozess (PEP)

. Produkt-/ Produkt-/ Produkt-/ .
Projekt- Serien-
vorbereitun Prozess- Prozess- Prozess- hochlauf
9 Konzeption Entwicklung Realisierung

Innovation

Bild 1.3: Der Produktentstehungsprozess
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DoE ist eine unterstitzende Methode im Engineering und kann zu jedem Zeitpunkt des PEP’s in jedem
Geschaftbereich und fir jedes Produkt (und jedem Prozess) angewendet werden, falls es die jeweilige
Fragestellung erfordert. Der Einsatz von DoE orientiert sich an der Fragestellung, welche bearbeitet
werden soll.

Typische Einsatzbeispiele:
Phase Innovation:

e Grundlagenuntersuchungen von neuartigen physikalischen Effekten, neuen Technologien oder
Produktinnovationen durch black-box-Modellierung der Wirkzusammenhange zwischen relevanten
Einfluss- und Zielgrofen, typischerweise in der Forschung und Vorausentwicklung.

Phase Projektvorbereitung:

e Ermittlung von wesentlichen EinflussgréRen mit signifikanten Effekten auf die ZielgroRen
(Screening).

¢ Modellbildung von unbekannten Wirkzusammenhangen bei ausgewahlten
Entwicklungsschwerpunkten von alternativen Produktkonzepten.

e Untersuchung unterschiedlicher Werkstoffe in Bezug auf geeigneten Eigenschaften (magnetisch,
elektrisch, Festigkeit, Korrosionsbestandigkeit etc.) im Rahmen einer Plattformentwicklung.

Phase Produkt- und Prozesskonzeption:

o Experimentelle Ermittlung komplexer funktionaler Zusammenhange (Kennfelder) des favorisierten
Designkonzepts

o Parameteridentifikation von physikalisch begriindeten Modellen.

e Modellbasierte Prognose des Verhaltens und der Robustheit von Produkten mittels
Computerexperimenten.

Phase Produkt- und Prozessentwicklung:

e Prognosen des Verhaltens, Robustheitsanalysen und modellbasierte Optimierungen des Designs
mittels Computerexperimenten.

o Physische Versuche bei der Verifikation und Validierung von Produktanforderungen im Rahmen
einer Erprobung (Erprobungsplan).

Phase Produkt- und Prozessrealisierung:

e systematische Untersuchung des Einflusses von Fertigungsparametern auf Produkteigenschaften
mit anschlielender versuchs- oder modellbasierter Optimierung im Hinblick auf Robustheit und
Minimierung von Streuungen.

Phase Serienhochlauf und Serienfertigung:
o systematischen Aufdeckung von Stor-Einflissen in der Fertigung,

e versuchsbasierte Optimierung zur Ausnutzung von Kostenpotentialen.

1.4.2. Qualifizierung und Ansprechpartner

Fir den Einsatz von DoE ist ausreichendes Wissen und Erfahrung erforderlich, sowohl im jeweiligen
Fachgebiet der zu bearbeitenden Aufgabe, als auch beziglich der Versuchsmethodik selbst,
einschlieRlich eines ausreichenden Hintergrundwissens tber Statistik und der eingesetzten Software.

Qualifizierung bzgl. Versuchsmethodik:
1. Studium anwendungsorientierter Literatur z.B. [1] und das vorliegende Heft.
2. Seminare:

0 Allgemein: Seminar TQO009 ,Versuchsmethodik (3 Tage). Voraussetzung: Kenntnis
statistischer Grundlagen wie z.B. TQ002 ,Grundlagen der Technischen Statistik“ und TQ003
~LAuswerten von Messreihen®.

0 Aspekte der Erprobung: Seminar TQ023 ,Erprobung neu entwickelter Erzeugnisse der Kfz-
Ausrustung® (3 Tage).
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0 Spezielle Techniken der Versuchsfihrung: Seminare TQO007 ,Grundlagen der
Zuverlassigkeit, TQO008 ,Zuverlassigkeit von Steuergeraten® und TF024 Bauteil-
Schwingfestigkeit‘. Die Inhalte gehen allerdings deutlich iber das Thema Versuchsmethodik
hinaus.

3. Zur selbstandigen Lésung komplexer Fragestellungen ist eine ausreichende Praxiserfahrung
notwendig. Hier empfiehlt es sich die Mitwirkung bei DoE-Untersuchungen, die von einem
erfahrenen Kollegen geleitet werden.

4. Fragen, welche wahrend der weiteren Tatigkeit aufgeworfen werden, sollten mit anderen Experten
diskutiert werden. Generelle Ansprechpartner sind in erster Linie die Experten aus dem
Kompetenznetzwerk DoE (aktuelle Liste im BGN unter http://rb-knw.bosch.com/).

5. Zu jedem Zeitpunkt ist das Studium der weiterfiihrenden Literatur sinnvoll, welche die
interessierenden Aspekte der Versuchsmethodik detaillierter behandelt, z.B. [4,5].

1.5. Elementare Regeln der Versuchsplanung und -durchfihrung

Die nachfolgenden elementaren Regeln sind Erkenntnisse aus jahrelanger praktischer Erfahrung und
daher besonders zu beachten.

Der generelle Ablauf einer experimentellen Untersuchung besteht aus 5 wesentlichen Schritten (s. Bild
1.4):

1. Aufgabenanalyse
Systemanalyse
Versuchsplanung

Versuchsdurchflihrung und Dokumentation

o M 0D

Versuchsauswertung

Genereller Grundsatz: Versuche sollen nur zur quantitativen Ermittlung von Modellparametern und
zur Validierung des Modells durchgefiihrt werden.

Folgende Hinweise sind zu beachten (vgl. Bild 1.4):
Schritt 1 (Einzelheiten siehe Kapitel 2):

o Versuchsziel ist so festgelegt, dass der erwartete Wirkzusammenhang im Arbeitsbereich und
darUber hinaus quantitativ ermittelt werden kann

e Die Erreichbarkeit / Machbarkeit des Versuchsziels ist zwischen Auftraggeber und Auftragnehmer
(Versuchsteam) geklart

Schritt 2 (Einzelheiten siehe Kapitel 3):

o Einfluss- und ZielgrofRen sind soweit bekannt, dass der zu ermittelnde Wirkzusammenhang daraus
qualitativ oder quantitativ abgeleitet werden kann.

e Definition der fir das Versuchsziel notwendigen Zielgrofien einschlielllich Messprinzip
(Messfahigkeitsnachweis), Messunsicherheit, Auflosung, Abtastrate und Abschaltkriterium:

0 mdoglichst direkte Messgroflie wahrend des Versuchs wahlen
o falls nicht mdglich: nach Messgré3en mit bekannter Korrelation zur ZielgréRe suchen

o falls nicht moglich (bei Versuchen zu Alterung/Schadigung von Bauteilen):
a) Versuch mit definieten Entnahme-Zeitpunkten der Muster gestuft fahren
b) Zwischenentnahme zur Prifung/Messung unter Bericksichtigung des Einflusses auf den
Versuchs (Achtung: Unterbrechung Wirkparameter!)

e Klarung und Erfassung zusatzlich wirkender Storgrofken z.B. durch Handling, Lagerung,
Zwischenentnahme, Analyse und Wiederanfahren.

Schritt 3 (Einzelheiten siehe Kapitel 4):

e Sicherstellung, dass ausschlieBlich die selektierten Faktoren (EinflussgroRen, die im Versuch
gezielt variiert werden) wie vorgesehen wirken, alle anderen Einflussgréf3en definiert konstant
gehalten bzw. ausgeschlossen werden
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Definition einer geeigneten Versuchseinrichtung, Messverfahren und Messeinrichtung ausgerichtet
auf die Erfordernisse des Wirkzusammenhangs

Definition und Festlegung der Beschaffenheit der Priflinge

0 gezielte Einstellung der  Designparameter, Fertigungsverfahren entsprechend
Versuchserfordernis und Dokumentation aller relevanten Parameter

o Klarung Herstellbarkeit und Definition Analyseverfahren der Priflinge
Festlegung der Anzahl der Priflinge
Planung der Archivierung von Priflingen und Ruckstellungsmustern (Referenz)

Versuchsdurchlauf je Priufling planen inkl. einem Stérfallplan: Ereignis, MaRnahmen (z. B.
Erfassung, gezieltes Herunterfahren auf sicheren Zustand und Hochfahren)

Prognose der erwarteten Versuchsergebnisse und Vergleich mit dem Versuchsziel
(Wirkzusammenhang, Signifikanz)

Planung der Auswertung und Dokumentation

Schritt 4 (Einzelheiten siehe Kapitel 5):

Aufbau und Uberprifung der Versuchseinrichtungen, Sicherstellung der Versuchsfahigkeit
(Messgenauigkeit, Toleranzen, ...)

Realisierung Messverfahren der festgelegten Zielgrofien
Uberpriifung Beschaffenheit und Kennzeichnung der Priiflinge
Abfahren des Versuchsplans

o0 Realisierung und Einhaltung der Vorgaben fur die festgelegten Faktoren, Sicherstellung durch
geeignete Messungen und Mitschriebe (auch Prifmedien)

0 Sicherstellung, dass Faktoren am Wirkort gemaf Vorgabe anliegen

0 Erfassen und Protokollieren des Versuchsablaufs je Prifling: Alle GroRen entsprechend
Versuchsplan einschl. Storfallplan

Konsequenzen aus nicht vorgesehenen Stérfallen ziehen, dokumentieren

Schritt 5 (Einzelheiten siehe Kapitel 6):

Darstellung der Istwerte der Versuchsdurchfihrung
o Versuchseinrichtung, verwendete Messtechnik
0 Beschaffenheit der Priflinge

0 Durchgefiihrte Versuche

o0 Besonderheiten im Versuchsablauf

Darstellung der Versuchsergebnisse

Auswertung der Daten

Vergleich mit erwartetem Ergebnis, Bei Abweichungen Suche nach weiteren wirkenden
EinflussgréRen und Bewertung der Konsequenzen

Bewertung der Erreichung des Versuchsziels
Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

Wissenstransfer

© Robert Bosch GmbH | Stand 10.2010 17


http://rb-socos-c.de.bosch.com/SOCOS/qr/?file=CGP-01900-011_BBL_N_DE_2010-10-01.pdf

Versuchsmethodik (DoE)

1. Aufgabenanalyse

Auftrag, Projektmanagement
Analyse der Ausgangssituation

Festlegung der Versuchsstrategie

v

2. Systemanalyse

Bestimmung der Einfluss- und Zielgréf3en

'

3. Versuchsplanung

Festlegung der ZielgréRen im Versuch
Festlegung der Faktoren und deren Variationsbereich

Wahl des Modellansatzes und Festlegung der Faktorstufen
Festlegung der Faktorstufenkombinationen

Festlegung Anzahl Wiederholungen

Festlegung Reihenfolge und Gruppierung
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Planung Versuchsdurchlauf und Auswertung
Planung Versuchseinrichtung und Priflinge

Aufwandsabschatzung

|

4. Versuchsdurchfiihrung

Aufbau Versuchseinrichtung und Herstellung der Priflinge

Durchfiihrung der Versuche

v

5. Versuchsauswertung

Plausibilitatsprifung der Ergebnisse
Bestimmung der Modellgleichung

Validierung der Modellgleichung
Grafische Darstellung und Interpretation der Ergebnisse

Schlussfolgerung und weiteres Vorgehen; Wissenstransfer

v

nein

Versuchsziel erfillt?

Anwendungen

Prognose
Optimierung
Robustheits- und Zuverlassigkeitsanalysen

Bild 1.4: Ablauf einer experimentellen Untersuchung

© Robert Bosch GmbH | Stand 10.2010 18



http://rb-socos-c.de.bosch.com/SOCOS/qr/?file=CGP-01900-011_BBL_N_DE_2010-10-01.pdf

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

Versuchsmethodik (DoE)

2. Aufgabenanalyse

In diesem und den nachfolgenden Kapiteln werden die typischen Schritte der Versuchsmethodik
chronologisch beschrieben.

2.1. Auftrag, Projektmanagement

Zunachst muss seitens des Auftraggebers ein Koordinator mit Verantwortlichkeit fiir Termine, Kosten
und Qualitdt der Ergebnisse ernannt werden. Der Koordinator muss einen klaren Auftrag fur die
Untersuchung erhalten, in dem

o die zu l6sende Aufgabenstellung sowie

e die daflr vorlaufig in Aussicht gestellten Ressourcen wie Zeit, Geld, Maschinen- und
Personalkapazitat benannt sind.

Hierbei handelt es sich um erste grobe Schatzungen. Nur in den seltensten Fallen wird sich vermeiden
lassen, dass Anpassungen sowohl bei der Aufgabenstellung, als auch bei den Ldsungsansatzen
vorgenommen werden.

In der Regel wird auch die Installation eines Versuchsteams aus Fachexperten, Methodenspezialisten
und Versuchsfachleuten erforderlich werden, da fur den Einsatz von DoE ausreichendes
interdisziplindres Wissen und Erfahrung erforderlich ist, sowohl im jeweiligen Fachgebiet als auch
beziglich der Versuchsmethodik selbst, einschlieflich Statistik und der eingesetzten Software. Die
Zustandigkeiten im Team mussen klar und eindeutig geregelt werden.

Das Versuchsteam kann je nach Aufgabenstellung auch spater einberufen werden. In jedem Fall muss
jedoch friihzeitig geklart werden, welche Stellen von der Untersuchung betroffen sind. Deren Vertreter
mussen bei der Lésung mit einbezogen oder zumindest informiert werden.

2.2, Analyse der Ausgangssituation
Das Versuchsteam muss sich am Anfang mit folgenden Fragen auseinandersetzen:

o Was ist das Ziel der Untersuchung, d.h. welche Frage soll mit dieser Untersuchung beantwortet
werden? Dieser Punkt darf nicht unterschatzt werden, denn Klarheit tUber die Aufgabenstellung ist
Voraussetzung fir jede erfolgreiche Losung und die Zufriedenstellung des Auftraggebers. Hier ist
eine detaillierte Abstimmung erforderlich.

o Was ist bereits bekannt und wie kann dieses Vorwissen in den Untersuchungen mit einbezogen
werden. Nur selten ist man mit vollig neuen Problemstellungen konfrontiert, bei denen kein
Vorwissen existiert. Aullerdem mussen physikalische Zusammenhange, so weit wie bekannt, bei
der spateren Modellbildung verwendet werden.

o Wie konnten Ergebnisse des Versuchs aussehen und wie werden sich die neuen Erkenntnisse auf
die urspringliche Fragestellung auswirken. Hier muss man sich ernsthaft mit der Frage
auseinandersetzen, ob der Versuch Uberhaupt in der Lage ist, eine zielfihrende Ldsung der
urspringlichen Aufgabenstellung zu liefern. Es loht sich nur selten mit umfangreichen Versuchen
den Nachweis zu erbringen, dass das derzeitige Konzept nicht zielfihrend ist.

e Wie passt die Untersuchung in die sonstige Versuchslandschaft, bzw. in die langfristige
Gesamtstrategie. Manchmal bringt ein begrenzter = Zusatzaufwand langfristige
Aufwandsminimierung oder ermdglicht Uberhaupt erst eine aussagekraftige Analyse der
Ergebnisse. Typische Beispiele aus der Praxis sind vorzeitig abgebrochene Untersuchungen,
welche zwar ,nur® 80% des Aufwandes konsumiert, aber auch nur 20 % Erkenntnisgewinn
gebracht haben.

2.3. Festlegung der Versuchsstrategie

Die passende Versuchsstrategie muss definiert werden, mit welcher eine zufriedenstellende Lésung
der Aufgabe gefunden werden kann. DoE bietet fiir eine Reihe typischer Fragestellungen geeignete
Ansatze, welche in den nachfolgenden Kapiteln naher erlautert werden:

o Gezielter Erkenntnisgewinn Uber die Wirkzusammenhange im System (Produkt oder Prozess),
falls eine physikalische Modellbildung nicht vollstdndig mdglich ist.
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ANMERKUNG: Diese Aufgabenstellung bildet oft einen Schwerpunkt in der Produktentwicklung. Je nach
Faktorenanzahl kommen hier Versuchsplane fir einen oder mehreren Faktoren zum Einsatz.

e Prognose von Produkt- und Prozesseigenschaften in friihen Entwicklungsstadien.

ANMERKUNG: DoE-Anséatze kdnnen sowohl fur eine empirische Modellbildung durch physische Versuche als
auch bei der Erstellung von Meta-Modellen mit Hilfe von Computerexperimenten verwendet werden, falls
noch keine physischen Prototypen existieren.

e Optimierung von Produkt- und Prozessparametern.

ANMERKUNG: Geeigneter Losungsansatz ist hier die Erstellung von Meta-Modellen mit Hilfe wvon
Computerexperimenten mit anschlieender modellbasierter Optimierung (z.B. durch Gradientenverfahren)
oder alternativ die experimentelle Parameter- bzw. Systemidentifikation mit anschlieBender modellbasierter
Optimierung oder der Anwendung versuchsbasierter Optimierungsstrategien wie der Simplex-Algorithmus.

¢ Robustheitsanalysen.

ANMERKUNG: Falls keine expliziten Modelle vorliegen, kommen hier vorzugsweise Monte-Carlo-Verfahren in
Verbindung mit Computerexperimenten und stochastischen Samplingverfahren zum Einsatz. Alternativ
kénnen ggf. zundchst explizite Meta-Modelle auf der Basis von Computer-Experimenten abgeleitet werden
und anschliel3end analytische Robustheitsanalysen durchgefiihrt werden.

¢ Robustheitsoptimierung.

ANMERKUNG: Fur die Reduzierung der Streuung mit dem Ziel eines robusten Produktes oder Prozesses bilden
die Taguchi- oder verwandte Methoden einen geeigneten Losungsansatz.
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e Ermittlung der wesentlichen aus einer Menge von moglichen EinflussgréRen und
Wechselwirkungen.

ANMERKUNG: Man spricht hier auch von Screening-Versuchen oder Sensitivitatsuntersuchungen. Als Lsung
bieten sich teilfaktorielle Prufplane an.

e Schnelles Erkennen und Beseitigen wichtiger Storgrof3en in der Fertigung.
ANMERKUNG: Hier bietet sich die Methode nach D. Shainin an.

o Verifikation und Validierung von Qualitdtsmerkmalen technischer Erzeugnisse z.B. durch den
Nachweis von Funktionalitat, Dauerhaltbarkeit, Robustheit oder Sicherheit.

ANMERKUNG: Hier sind spezielle Versuchstechniken fiir Erprobung von Bauteilen erforderlich.

Nachdem die Strategie fiur die Untersuchung ausgewahlt wurde, muss anschlieend in einer
Abstimmung die endgliltige Einigung mit allen Beteiligten und dem Auftraggeber Uber das Ziel der
Untersuchung und der Versuchsstrategie erzielt werden.
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3. Systemanalyse

Der erste Schritt in Richtung Umsetzung des Versuchs beinhaltet die Analyse des Systems bzgl.
seiner Einfluss- und ZielgroRen, wobei die Betrachtung sowohl von Produkten als auch von Prozessen
moglich ist.

Der Versuch ist eine empirische Untersuchung Uber den kausalen Zusammenhang zwischen
Einflissen und Verhalten eines Systems. Zunachst missen die GréRen identifiziert werden, welche
das Systemverhalten beschreiben (ZielgroRen) sowie all diejenigen, welche einen Einfluss darauf
haben (EinflussgroRen). Je nach Fragestellung ist dies ein zeitaufwendiger, aber ganz wesentlicher
Schritt. Falls er Ubersprungen wird sind spatere Probleme vorprogrammiert, z.B. weil wichtige
EinflussgréBen nicht bericksichtigt wurden. Welche von den EinflussgréRen in einem Versuch
tatsachlich variiert werden hangt entscheidend von der jeweiligen Fragestellung ab und wird deswegen
zu einem spateren Zeitpunkt entschieden.

Die Systemanalyse muss soweit wie moglich auf der Basis einer physikalischen Modellbildung
erfolgen, siehe dazu auch Kapitel 1.1.1. Das vorhandene Wissen Uber das System und die
physikalischen GesetzmaRigkeiten muss fur die Identifikation von Ziel- und Einflussgrolen und der
Einschatzung Uber deren Relevanz genutzt werden. Gleichzeitig liefern alle bekannten
Zusammenhange wertvollen Input fir die Festlegung des zu verwendenden Modellansatzes, siehe
dazu auch Kapitel 4.4.

Zur ldentifizierung der Ziel- und Einflussgrofien ist zunachst, soweit bekannt, das Funktionsmodell des
betrachteten Systems heranzuziehen. Der Bezug ist allerdings sehr vielfaltig, allgemeine Regeln sind
kaum aufstellbar.

Hier zwei mdgliche Aufgabenstellungen:

o Falls die Zielsetzung des Versuchs die Modellbildung selbst ist, z.B. als Grundlage einer spateren
Simulation, sind die Einflussgrolen des Versuchs typischerweise die Eingangsgréen des
Systems, und die Zielgroen des Versuchs die AusgangsgréfRen des Systems.

BeispieL: FUr weitergehende Analysen ist das Emissionskennfeld eines Verbrennungsmotors zu bestimmen.
Dazu wird der Verbrennungsmotor als ein System modelliert, welches einen Kraftstoff- /Luftfluss unter einer
vorgegebenen Last (Systemeingang) Abgase mit einer bestimmten Zusammensetzung ,erzeugt*
(Systemausgang). Durch den Versuch kann die Konzentration von Kohlenstoffmonoxid und den Stickoxyden
im Abgas (ZielgroRen) in Abhangigkeit der vorgegebenen Last und dem Kraftstoff-Luft-Mischverhaltnis
(EinflussgréRen) bestimmt werden.

e Bei der Optimierung eines Systems tritt typischerweise ein anderer Bezug auf. EinflussgréRen
kdénnen hier Systemparameter sein, welche verandert werden kdnnen. Zielgréfien kénnen sowohl
die Eingangs- als auch Ausganggroflen des Systems sein, z.B. falls diese als Schnittstelle zur
Umwelt unverandert bleiben sollen oder optimiert werden missen.

BeisPlEL: Im obigen Beispiel eines Verbrennungsmotors kann z.B. gefordert werden, eine
Wirkungsgradverbesserung durch Optimierung der Verbrennung zu erzielen, ohne dabei die Konzentration
von Stickoxyden im Abgas zu erhdhen. Dazu werden verschiedene Kolben- und Einspritzdiisengeometrien
(Parameter des Systems = Einflussgré3en im Versuch) entworfen, und deren Einfluss auf den Wirkungsgrad
und der Konzentration von Stickoxyden (Ausgangsgroéf3en im System = Zielgré3e im Versuch) untersucht.

Falls die Wirkzusammenhange nicht ausreichend bekannt sind und somit ein detailliertes
Funktionsmodell nicht verflgbar ist, bzw. erst durch den Versuch erstellt werden muss, wird flur die
Bestimmung der relevanten Einfluss- und Zielgrofien generell folgendes zweistufiges Vorgehen
empfohlen:

e Zunachst mussen Systemgroflen von einem Fachexpertenteam bestimmt und anschlieRend je
nach Fragestellung in Einfluss- und ZielgrolRen aufgeteilt werden. Hier ist Fachwissen und
Erfahrung gefragt. Dieser erste Schritt dient als Basis fur die spatere Bewertung der Relevanz der
fraglichen GréRen und kann methodisch durch verschiedene Ansatze (z.B. Ishikawa-Diagramm)
unterstltzt werden. GréR3en, die an dieser Stelle unbeachtet bleiben haben auch nicht die Chance
spater als relevant eingestuft zu werden.

o Der zweite wichtige Schritt besteht darin, die EinflussgréRen nach Wichtigkeit im Hinblick auf
deren moglichen Einfluss auf die ZielgréRen zu bewerten. Dies muss in erster Linie durch das
Heranziehen bekannter physikalischer Zusammenhange erfolgen. Falls solche Zusammenhéange
nicht bekannt sind, kann die Technik des Paarweise-Vergleichs oder die Cause & Effect Matrix
(C&E Matrix) als Hilfsmittel verwendet werden.
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Bei der C&E Matrix wird die Intensitat des Einflusses typischerweise mit den Zahlen 0, 1, 3 und 9
fur ,nicht vorhanden, schwach, deutlich und stark“ bewertet. Die Bewertung muss begriindet
werden. Die Summe der Bewertungen einer bestimmten Einflussgrofle wird als ihre Aktivsumme
bezeichnet. Ein Ranking der Einflussgréen kann anhand ihrer Aktivsummen vorgenommen
werden. Die Summe der Bewertungen einer ZielgrofRe wird als ihre Passivsumme bezeichnet.
Diese liefert einen Hinweis auf jene ZielgroRen, welche fiir die aktuelle Untersuchung relevant sein
kénnten. Nachfolgend als Beispiel eine C&M-Matrix, aus der geschlossen werden kann, dass
vermutlich nur die Wirkung von EinflussgrofRen 1 und 3 auf ZielgroRe 1 experimentell untersucht
werden muss.

ZielgroRe 1 ZielgroRe 2 Aktivsumme
EinflussgroRe 1 9 1 10
EinflussgroRe 2 1 0
EinflussgréRRe 3 3 1 4
Passivsumme 13 2

Tabelle 3.1: Beispiel Cause & Effect Matrix

Das Ergebnis wird oft auch in Form eines P-(Prozess)-Diagramms grafisch dargestellt, als allgemeine
Beschreibung der kausalen Beziehung zwischen Einfluss- und ZielgréfRen. Die Darstellung umfasst
auch die (unbekannten) Messfehler welche die ZielgréRen beeinflussen. Ein zusatzliches Problem
stellen die in der Regel streuenden ZielgroRen dar, weil die Kausalitdt zwischen Einfluss- und
ZielgréRen so nicht ohne Weiteres aufrechterhalten werden kann. Abhilfe schafft hier die Einfuhrung
zusatzlicher unbekannter EinflussgroRen, genannt Stoérgroflen, welche ebenfalls die Zielgrofe
beeinflussen, ahnlich wie die unbekannten Messfehler. So kann ohne Verlust des Kausalitatsprinzips
und im Rahmen einer deterministischen Denkweise die Streuung der ZielgréRen durch das Auftreten
von unbekannten Storgrofien und Messfehlern erklart werden.

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

Messfehler

Ly

—> —>
Einflussgroen __ | System | | ZielgroRen
X, _,| yFwte | ¥,
Stoérgrofien
s

Bild 3.1: P-Diagramm eines Versuchs
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Versuchsmethodik (DoE)

4. Versuchsplanung

Die Versuchsplanung bildet den Kern der Versuchsmethodik. Zwar kdnnen auch historische Daten
ausgewertet werden, in diesem Fall ist zu Kapitel 6 Uberzugehen. Nur systematisch aufgestellte
Versuchsplane decken jedoch den Versuchsraum gut ab und sind robust gegen Fehldeutungen. Die
Vergleichbarkeit und Aktualitat historischer Daten muss sichergestellt sein, bevor mit der Auswertung
begonnen werden kann. Folgende Schritte werden in diesem Kapitel naher erlautert:

1. Festlegung der ZielgroRen

Festlegung der Faktoren

Festlegung des Variationsbereichs der Faktoren
Wahl des Modellansatzes

Festlegung der Faktorstufen

Festlegung der Faktorstufenkombinationen

Festlegung der Anzahl der Wiederholungen

©® N o oA W N

Festlegung der Reihenfolge und Gruppierung
9. Planung des Versuchsdurchlaufs und der Auswertung
10. Planung der Versuchseinrichtungen und der Priflinge

11. Aufwandsabschatzung

4.1. Festlegung der Zielgrof3en

Zunachst mussen aus allen ZielgréRen diejenigen bestimmt werden, die im Versuch betrachteten
werden sollen. Dabei ist folgendes zu beachten:

e Deren Anzahl muss moglichst klein sein, um den Aufwand zu reduzieren. Redundante ZielgroRen
verkomplizieren unnotig die Auswertung.

e Es missen alle ZielgroRen erfasst werden, welche fiir die Fragestellung relevant sind. Ein
Anhaltspunkt, welche der ZielgrofRen relevant sein kénnten, liefern z.B. die Passivsummen der im
Kapitel 3 beschriebenen C&E-Matrix.

e Es durfen nicht nur die momentan ,problematischen® Gréfien bericksichtigt werden, da sich z.B.
bei einer Optimierung auch andere ZielgroRen verandern koénnen, welche durch
Nebenbedingungen eingeschrankt werden mussen.

e Die betrachteten ZielgréBen missen quantitativen Charakter haben, denn nur solche kénnen
sinnvoll ausgewertet werden. ZielgréRen vom Typ ,gut-schlecht® koénnen z.B. durch Einfiihrung
einer Bewertungsskala quantifiziert werden.

o Die Grollen mussen nach Moglichkeit direkt messbar sein. Falls eine Zielgrofie nicht direkt
messbar ist, kann:

0 eine korrelierte Grof3e gesucht werden, um diese direkt zu messen, oder
o0 der Versuch zur zerstérungsfreien Zwischenpriifung unterbrochen werden.

ANMERKUNG: Dies ist meist nicht Rickwirkungsfrei méglich z.B. wegen zwischenzeitliches Handling,
Lagerung, Analyse oder Wiederanfahren der Versuchseinrichtung.

o Der Versuch kann auch abgestuft mit zerstérender Zwischenprifung gefahren werden. Hierbei
muss die Streuung verschiedener Priflinge beachtet werden.

Falls mehrere Zielgrofien existieren, kénnen diese separat ausgewertet werden. Schwierigkeiten treten
hier bei der Optimierung auf, da unterschiedliche (mdglicherweise auch widerspriichliche) ZielgréRen
zu berlicksichtigen sind. Eine mdgliche Losung bietet die sogenannte Pareto-Optimierung, vgl. dazu
auch Kapitel 7.2.

Der Zeitpunkt der Erfassung der ZielgréRe muss eindeutig festgelegt werden. Oft soll die Zielgrofie
nach Beendigung der jeweiligen Versuchsrealisierung erfasst werden. In diesem Fall ist festzulegen,
wann die einzelnen Versuchsrealisierungen als beendet gelten. Dies ist fir manche Versuche wichtig,
bei denen das Versuchsende eventuell in Abhangigkeit eines Parameters festgelegt wird, z.B. bei der
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Festlegung eines Abbruchkriteriums von Lebensdauerversuchen. Ggf. muss eine periodische
Abtastrate der ZielgroRe festgelegt werden.

Nicht zuletzt muss fir die ZielgréRen wie fir die Faktoren eine Festlegung des Messverfahrens, des
Messmittels sowie der Messauflésung erfolgen, mit denen die einzelnen Zielgrofien erfasst werden
sollen. Die Frage, ob die Genauigkeit und Prazision der Messmittel und des Messverfahrens auch zur
Erreichung der Versuchsziele ausreichen, muss geklart werden (Messfahigkeitsnachweis).

4.2. Festlegung der Faktoren
Faktoren sind diejenigen Einflussgrofien, welche im Versuch gezielt verandert werden sollen.

Faktoren mussen:
o mutmallich einen bedeutenden Einfluss auf die Zielgréfien haben

ANMERKUNG: Einen Hinweis dazu liefern bekannte physikalische Zusammenhénge oder die Aktiv-Summen
der in Kapitel 3 vorgestellten C&E-Matrix. Zu bertcksichtigen sind alle Faktoren, welche vermutlich einen
Einfluss haben kénnen. Der Versuch selbst liefert im Nachhinein den eindeutigen Beweis, ob ein Faktor
tatséchlich relevant ist oder nicht, solange dieser auch tatsachlich im Versuch berticksichtigt wurde. Das
Nachtréagliche AusschlieRen eines Faktors aus dem Modell ist ohne weiteres mdglich (die entsprechenden
Versuche sind auch nicht ,verloren“, sondern kdnnen fiir die bessere statistische Absicherung verwendet
werden), nicht jedoch die Aufnahme einer zusétzlichen EinflussgrofRe. Im Zweifelsfall muss also nach
Méoglichkeit eher fur* die Berlicksichtigung einer EinflussgréRe als Faktor im Versuch entschieden werden.
Fehlende entscheidende EinflussgréRen kénnen sich lediglich durch eine erhdhte Streuung der Residuen
bemerkbar machen, was nur dann auffallt, falls Erfahrungswerte bekannt sind. In der Regel gibt es also
keinen Ansatz, mit dem man entscheiden kann, ob ein wichtiger Faktor vergessen wurde. Falls die
Residuenstreuung nicht akzeptabel erscheint, missen weitere Faktoren berlcksichtigt werden.

Nach [1] werden fur physische Versuche typischerweise 3-6, selten mehr als 10 Faktoren bericksichtigt,
o direkt oder indirekt messbar sein

e kontrollierbar sein

ANMERKUNG: Nicht-kontrollierbare Einflussgrofien (beispielsweise Aulientemperatur, Luftdruck, aber auch
Fertigungsmalie, Passungen) mussen beherrscht, d.h. entweder erfasst oder experimentell bzw. statistisch
ausgeschaltet werden.

e mdglichst genau und reproduzierbar eingestellt werden kénnen

ANMERKUNG: Andernfalls sind spezielle Ansatze wie die D-optimalen Pléne erforderlich, bei denen
existierende Punkte im Versuchsraum als Randbedingung fur die Planerstellung vorgegeben werden kénnen.

¢ den Einstell-Aufwand begrenzen

e unabhangig voneinander  sein und unabhangig eingestellt  werden kénnen
(Orthogonalitatsbedingung)

¢ nach Mdoglichkeit quantitativen Charakter haben

ANMERKUNG: Qualitative Faktoren bringen Schwierigkeiten mit sich (Modellgleichung ist diskontinuierlich,
Interpolation zwischen den Stufen ist sinnlos, Auswertung erfolgt durch Varianzanalyse und nicht durch
Regression), kénnen aber durchaus ebenfalls betrachtet werden.

Alle anderen EinflussgroRRen, die keine Faktoren sind, missen beobachtet, dokumentiert und moéglichst
konstant gehalten werden.

4.3. Festlegung des Variationsbereichs der Faktoren

Der interessierende Arbeitsbereich der Faktoren muss ermittelt und auf dieser Basis der
Variationsbereich flir den Versuch festlegt werden. Der Variationsbereich deckt mindestens den
Arbeitsbereich ab. Dabei tritt allerdings auch die Problematik ,kleine Stufe - kleiner Effekt* auf: Der
Effekt kann manchmal undeutlich sein, weil die Variationsstufe klein ist. Somit muss die Stufe so grof3
gewahlt werden, dass der Effekt sichtbar wird. In der Regel geht der Variationsbereich also deutlich
Uber den Arbeitsbereich hinaus, insbesondere bei erhohter Streuung. Allerdings darf der
Variationsbereich auch nicht zu gro® gewahlt werden, denn dann kdnnen lokale Effekte das Ergebnis
beeinflussen.
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Zu Beachten sind mdgliche Einschrédnkungen im Versuchsraum, z.B. Bereiche die unsinnig, nicht
machbar, gefahrlich oder anderweitig unzulassig sind. Falls solche Bereiche auftreten sind spezielle
Versuchsplane erforderlich, z.B. die D-optimalen Plane, siehe Kapitel 8.

N T

Einflussgrofe \ Einflussgrofie Einflussgrofie

T > T t > +—>
xmi n xmax xm in xmax xmi n : 'xmax
Arbeitsbereich Arbeitsbereich Arbeitsbereich

Bild 4.1: Arbeits- und Variationsbereich (xmin, xmax) €ines Faktors (schematisch). Links:
Variationsbereich ist zu klein (Effekt bei der vorliegenden Streuung zu undeutlich). Mitte:
Variationsbereich ist richtig gewahlt. Rechts: Variationsbereich ist zu grof (lokale Effekte am rechten
Rand sind fiir den Arbeitsbereich nicht von Interesse).

A A

/

A

/
X
N

Zielgrofie

:

Zielgrofie
Zielgroflie

4.4, Wahl des Modellansatzes

Der Modellansatz muss so ausgewahlt werden, dass er in der Lage ist die Wirkzusammenhange
ausreichend genau zu beschreiben. Dies stellt einen wichtigen Input der Versuchsplanung dar. Das
Aufstellen des Modellansatzes ist ein wichtiger Schritt, welcher nicht etwa aus Zeitgriinden
Ubersprungen werden darf, denn Fehler in dieser Phase kdénnen durch die Versuchsflihrung spater
nicht aufgehoben werden. Ein fehlerhaftes Modell fihrt zu einem Modellfehler, zusatzlich zu den in
Kapitel 1.2.1 erwahnten Fehlerarten.

Um Missverstandnisse vorzubeugen: lediglich der Modellansatz, d.h. der Typ der mathematischen
Transferfunktion muss hier festgelegt werden und nicht die Transferfunktion selbst. Die Ermittlung der
kompletten Funktion geschieht erst bei der Versuchsauswertung. Falls ein einfacher Polynomansatz
als Transferfunktion gewahlt wird, stellt sich lediglich die Frage nach der Polynom-Ordnung. Die
Bestimmung der freien Koeffizienten des Polynoms erfolgt durch Auswertung der spateren Versuche,
z.B. mittels Regression.

Bei der Aufstellung des Modellansatzes muss soweit wie mdglich eine physikalische Modellbildung
erfolgen, siehe dazu auch Kapitel 1.1.1. Das vorhandene Wissen Uber das System und die
physikalischen Gesetzmaligkeiten muss genutzt werden, indem alle bekannten Zusammenhange in
dem Modellansatz eingeordnet werden. Die Mindestanforderung ist, dass das Modell nicht den
Erfahrungen widersprechen darf. Ist z.B. eine exponentielle Abhangigkeit wie bei der
Bevdlkerungsentwicklung zu erwarten, darf kein logarithmischer Ansatz verwendet werden. Das
folgende Beispiel soll das Zusammenspiel zwischen physikalische und empirische Modellbildung
verdeutlichen.

BeispieL: Die Verlustleistung eines Ofens soll in Abhangigkeit der Ofentemperatur bei gegebener

Umgebungstemperatur bestimmt werden. Bild 4.2 zeigt eine schematische Darstellung der Ofenwand mit den
angrenzenden Bereichen, zusammen mit dem Temperaturverlauf vom Inneren des Ofens (7;) bis zur

aufleren Umgebung (73).

2 a
| Grenz- Wand Grenz- |
yschicht| __ (Breite &) schicht |

Bild 4.2: Temperaturverlauf in der Ofenwand

© Robert Bosch GmbH | Stand 10.2010 25


http://rb-socos-c.de.bosch.com/SOCOS/qr/?file=CGP-01900-011_BBL_N_DE_2010-10-01.pdf

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

Versuchsmethodik (DoE)

Die Verlustleistung des Ofens entsteht durch Konvektion und Strahlung. Diese physikalischen Effekte kénnen
durch entsprechende Warmestromdichten auf Basis thermodynamischer Zusammenhénge wie folgt
beschrieben werden:

C}konv :aa'(TZS_T;;); q'str 20'8'(7—'2‘;—7;4) . (41)
Mit a3 wurde der Warmeulibergangskoeffizient in der Grenzschicht 3 bezeichnet, o ist eine bekannte
Naturkonstante (Stefan-Boltzmann-Konstante), ¢ bezeichnet den Emissionsgrad der Wand. Eine
Warmestrombilanz an der AuRenflache 2-3 der Ofenwand ergibt:

q.:qkonv'i'q'str :as'(TZ3_7—;)+a’8'(TZA3_T4)v 4.2)

a

wobei g die Warmestromdichte aus dem Ofeninneren bezeichnet. Diese muss durch Wéarmeleitung uber die
Ofenwand und durch Konvektion iber die Grenzschicht 1 im Inneren transportiert werden:

. A
q :3' (le _Tzs) ) (4.3)

g=0,-(T, - Tp). (4.4)

Mit 1 wurde die Wéarmeleitfahigkeit der Wand (eine Materialkonstante) bezeichnet. Einsetzen von Gl. 4.4 in
Gl. 4.3 fuhrt zu

(1.9
Ty =T, _q'(_Jij’ (4.5)

21

daraus folgt folgender Ausdruck fir die Warmestromdichte:

4
q=a3~[z—q.[i+éj—nj+ae~ {T,-—q(iﬁn -7 |. @6
o, A o A

Fir die Losung der Aufgabe anhand obiger Gleichung ergeben sich nun folgende Schwierigkeiten:

- Die gesuchte Warmestromdichte steht sowohl auf der linken, als auch auf der rechten Seite der Gleichung
(hier sogar in der 4. Potenz), was die symbolische Auflésung unmdéglich macht. Der gewiinschte
Zusammenhang kann also nur in impliziter Form angegeben werden:

F(G.T,..)=0 @.7)

- Die Gleichung enthélt unbekannte Konstanten wie a4, a3 und & welche experimentell bestimmt werden
mussen. Die ersten beiden héngen von den Konvektions-Stromungsverhéaltnissen in der Grenzschicht,
letztere von der Beschaffenheit (z.B. Rauheit und Farbe) der Wandflache ab.

An dieser Stelle setzt die empirische Modellbildung unter Beriicksichtigung der bekannten physikalischen
Zusammenhange an. Folgender Modellansatz wirde sich dafir anbieten, da in Gleichung 4.6 die
Innentemperatur in der 4. Potenz enthalten ist:

G=ay+aT + a1 +aT +a[T 4.8)
Die Koeffizienten a; werden experimentell durch Messungen des Warmestroms bei unterschiedlichen
Innentemperaturen im stationdren Zustand bestimmt. Sie h&ngen implizit von den oben erwdhnten
Konstanten und von der Umgebungstemperatur ab.

Falls eine white-box-Modellbildung nicht mdglich ist, kann also ein genereller Ansatz als Polynom n-ten
Grades fir die empirische Modellbildung verwendet werden. Hintergrund ist die Tatsache, dass durch
Taylor-Entwicklung im betrachteten Bereich gezeigt werden kann, dass jedes stetige Verhalten lokal
durch einen Polynom bis auf ein Restglied héherer Ordnung angenahert werden kann.

Ein multilinearer Ansatz berlcksichtigt lineare Effekte und darliber hinaus auch Wechselwirkungen
durch die gemischten Terme der Faktoren. Fir 1, 2 bzw. 3 Faktoren sieht ein multilinearer Ansatz wie
folgt aus:

y=f(x)=a,+ax (4.9)
v =[x, x,) = ay + ayx, +ayx, +apx,x, (4.10)
V= (%, %,,X5) = Ay + AX; + AyXy + A1 Xy Xy + A3Xg + Q13X Xz + Ap3XyXg + A1pa Xy XpX, (4.11)

Ansatze hoherer Ordnung beriicksichtigen dariiber hinaus auch quadratische, kubische usw. Effekte
der Faktoren. Als Beispiel sei hier ein Polynom 2.-Grades erwahnt:

2
y=/f(x)=a,+ax +a,x (4.12)
Y= f(x1,%) = ag + ayx; + a,x, + apxx, + anxlz + azzxzz (4.13)
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V= f(x,%y,X%3) = A + Xy + AyX, + QX Xy + AgXg + AyaX;Xg + ApXpXg + Qg Xy XpXy + ... (4.14)

2 2 2
et QX T AyXy t AggXs

Es kann erforderlich werden, den Ansatz weiter zu vereinfachen. Dies erfolgt z.B. durch eine
Linearisierung oder durch eine Variablentransformation, falls das Modell nichtlinear in den Variablen,
jedoch linear in den Koeffizienten ist. Beispielsweise kdnnte anhand physikalischer Uberlegungen
festgestellt worden sein, dass die ZielgréRe exponentiell von einer Einflussgrole abhangt. Das
einfachste Vorgehen besteht nun darin, ein lineares Modell mit der Einflussgrofle und dem
Logarithmus der ZielgroRe aufzubauen oder eine neue EinflussgroRe durch Substitution einzufiihren,
welche exponentiell von der urspriinglichen EinflussgréRe abhangt. Weitere Details dazu siehe [2],
S.34.

Es muss Uberprift werden, ob die Erwartungen an Aussagen und Genauigkeit sich mit dem Modell
decken. So wirde z.B. eine Optimierungsaufgabe generell gegen ein lineares Modell sprechen, da in
der Umgebung des Optimums die Krimmung nicht vernachlassigt werden kann, siehe nachfolgendes
Bild. Der Modellansatz muss also die Umgebung des interessierenden Bereichs (z.B. in der
Umgebung von Extremwerten der Zielgrofien) moglichst gut und detailliert wiedergeben. Andererseits
steht der Modellansatz generell in Bezug zum Versuchsumfang, da die Berechnung der
Modellparameter mit den geplanten Versuchen moglich sein muss. Ein Ansatz héherer Ordnung kann
den Versuchsumfang derart erhohen, dass eine praktische Umsetzung nicht mehr moglich ist. Ziel ist
es also, von allen moglichen Modellen das einfachste auszuwahlen.

A

ZielgrolRe

v

EinflussgrofRe

Bild 4.3: Schematischer Verlauf einer Zielgrofie im Bereich des Optimums (durchgezogene Linie). Ein
linearer Ansatz (gestrichelte Linie) ware nicht in der Lage das Optimum zu finden. Besser geeignet ist
ein quadratischer Ansatz (Strich-Punkt-Linie).

4.5, Festlegung der Faktorstufen

Auf Basis des Modellansatzes sind nun die Faktorstufen nach Anzahl und Wert festzulegen. Hier
wurde die meiste Arbeit bereits bei der Festlegung des Modellansatzes getan (siehe auch Kapitel 4.4),
denn jeder Ansatz erfordert eine bestimmte Mindestanzahl von Faktorstufen. Ein linearer Ansatz
erfordert beispielsweise mindestens 2 Faktorstufen, ein quadratischer Ansatz 3 Faktorstufen etc.
Hintergrund dabei: Die Anzahl freier Parameter im Modell muss mit der vorhandenen Versuchsanzahl
bestimmt werden kénnen.

Obwohl also die Aufgabe nicht unabhangig von der Modellansatzwahl gelést werden kann, sind
gewisse Freirdume bei der Wahl der Faktorstufen vorhanden. Zunachst kann Uber die erforderliche
Mindestanzahl Stufen hinausgegangen werden, um die Zweckmafigkeit des gewahlten Ansatzes zu
Uberprifen: Bei einem linearen Ansatz kann z.B. zusatzlich ein Versuchspunkt in der Mitte des
Variationsbereiches gelegt werden, um die Abweichung des tatsachlichen Verhaltens von der
Linearitat zu Uberprifen. Bei quadratischen Ansatzen kann z.B. entschieden werden, ob zentral-
zusammengesetzte oder flachenzentrierte Plane verwendet werden, siehe dazu auch Kapitel 8.2.

Zu berlcksichtigen ist auerdem, dass qualitative Faktoren nur bestimmte von der Fragestellung
definierte Werte einnehmen kénnen. Bei einem Faktor ,Werkstoff* kbnnen z.B. keine Zwischenwerte
zwischen Metall und Kunststoff eingenommen werden. Gleiches gilt bei einem Faktor Lieferant,
Bediener oder Prifer.
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4.6. Festlegung der Faktorstufenkombinationen

An dieser Stelle werden nur 3 grundlegende Vorgehensweisen erwdhnt, weiterfuhrende Ansétze sind
in Kapitel 8 zu finden.

4.6.1. Trial-and-error Verfahren

Damit wird oft die einfachst-mdgliche Vorgehensweise bezeichnet, bei der nicht zielgerichtet
vorgegangen, sondern einfach ,ausprobiert” wird, bis eine zufriedenstellende Lésung gefunden wurde.
So verlockend der Ruf dieser Vorgehensweise ist, muss beachtet werden, dass experimentelle
Untersuchungen in der Regel teuer sind und die Verschwendung von Ressourcen vermieden werden
muss.

An dieser Stelle soll auch deutlich darauf hingewiesen werden, dass das Argument, so wirde man
Uber die Fragestellung viel lernen, nicht wirklich greift. Der Erkenntnisgewinn halt sich in Grenzen,
wenn keine Systematik bei der Untersuchung angewendet wurde. Man kann beispielsweise niemals
sicher sein, ein Optimum gefunden zu haben, auch wenn in einer Versuchsrealisierung dieses zufallig
getroffen wurde (was extrem unwahrscheinlich ist). Im Unterschied dazu kann man bei einer
modellbasierten Optimierung das Optimum auch dann gut vorhersagen, wenn es nicht Teil einer
Versuchsrealisierung war.

Eine nicht zielgerichtete Vorgehensweise ist somit nicht sinnvoll. Aufgrund der erwdhnten Nachteile
kann dieser Ansatz auch nicht wirklich als Bestandteil einer Versuchsmethodik angesehen werden und
wird hier nicht weiter betrachtet.

4.6.2. One-factor-at-a-time (OFAT) Verfahren

Mit OFAT werden Versuche bezeichnet, bei denen zunachst eine Basis-Einstellung der Faktoren
definiert und anschlieRend jeweils nur ein Faktor variiert wird, wahrend alle anderen ihre Basis-
Einstellung beibehalten. Bei der Variation des nachsten Faktors wird der vorhergehende wieder auf
seine Basis-Einstellung zuriickgebracht usw. So werden nacheinander alle Faktoren variiert. Als
Begriindung dieser Vorgehensweise dient oft das Argument, dass so die Wirkung einer einzigen
Ursache, ndmlich jenem Faktor zugeschrieben werden kann, der aktuell variiert wurde.

Zunachst kann festgestellt werden, dass falls nur ein einziger Faktor vorkommt, dies sicherlich die
naturlichste Vorgehensweise darstellt.

Darlber hinaus kann diese Vorgehensweise auch dann verwendet werden, wenn zwar mehrere
Faktoren vorkommen, aber die Effekte und Wechselwirkungen aller Faktoren bis auf einen anhand
physikalischer Uberlegungen prognostiziert werden kénnen. Der Versuch mit dem verbleibenden
Faktor ware quasi ein OFAT-Versuch.

BeispIEL: Wir betrachten das System ,Katapult®, welches Bélle in eine gewisse Entfernung schleudern kann.

Umlenkarm A
| Yy
_€|D l g
-‘ t /// \\\
| il AN
s / \
I Vo s \
lastisches ’ \\
e
a
Band \I x=
xmax
Wurfarm Kérper

Bild 4.4: Das System Katapult

Das Katapult besteht aus einem Kdérper, einem drehbaren Wurfarm, einem fixen Umlenkarm und einem
elastischen Band, welches den Wurfarm tber den Umlenkarm mit der vorderen Seite des Katapultkérpers
verbindet. Am oberen Ende des Wurfarms befindet sich eine Mulde, welche einen Ball aufnehmen kann. Die
Funktionsweise ist recht einfach: der drehbare Wurfarm wird aus seiner Ruheposition ausgelenkt, dabei wird
das elastische Band gespannt. Beim Loslassen wird der Wurfarm durch das elastische Band zuriick zu
seiner Ruheposition gezogen und beschleunigt so den Ball. Der Wurfarm prallt beim Erreichen der
Ruheposition auf einen Stift und wird so gestoppt. Der Ball wird in diesem Moment nach vorne
weggeschleudert. Folgende Einstellungen beeinflussen die Wurfweite:
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- Auslenkungswinkel g

- Stoppposition (Ruheposition) des Wurfarms, charakterisiert durch Winkel «
- Einspannstelle am Wurfarm

- Einspannstelle am Umlenkarm

Die Aufgabe besteht nun darin, eine Modellierung des Katapults vorzunehmen, um so in Zukunft die fir eine
bestimmte Wurfweite erforderlichen Einstellungen ermitteln zu kénnen.

Als Erstes missen bekannte physikalische Zusammenhdnge ermittelt und bei der Modellierung
berlicksichtigt werden. Bei diesem Beispiel ist dies auch ohne weiteres mdglich: Das Anspannen des
elastischen Bandes bei der Auslenkung des Wurfarms kann durch eine Feder modelliert werden, welche
angespannt wird und eine Ruckstellkraft und somit auch die beschleunigte Bewegung des Balls bis zum
Moment des Abschusses erzeugt. Die Bahn des Balls nach dem Abschuss kann durch die Gesetze des
schiefen Wurfs beschrieben werden:

x(t) =vyco8a-t (4.15)
2
t .

%) y({t)=—g—+v,Sina-t (4.16)
Q 2
S
a Die Wurfweite xyax kann aus der Uberlegung abgeleitet werden, dass zum Zeitpunkt fmax des Aufschlagens
8 des Balls auf dem Boden y(fmax) = 0 ist. Mit Gl. 4.16 folgt, dass
2 5
8 oy = 2-2SiNa (4.17)
(9]

und nach einsetzen in Gl. 4.15

2 2
X, :V—OZSinaCOSazv—OSin(Za) (4.18)
g g

max

Allerdings fehlen fir eine komplette white-box-Modellierung noch einige Informationen. So sind
Eigenschaften der Systemelemente nicht bekannt, z.B. die Elastizitdtskonstante des elastischen Bandes, so
dass damit auch vy unbekannt ist. Die bekannten physikalischen Zusammenhange kdnnen aber in eine grey-
box-Modellbildung einflieBen und durch Versuche zur Parameteridentifikation ergénzt werden.

Es stellt sich die Frage, welche der vier oben erwéhnten EinflussgroRen als Faktor in einem Versuch variiert
werden mussen. Zunéchst ist klar, dass falls der Auslenkwinkel g Null ist, die Wurfweite ebenfalls Null sein
wird, und zwar unabhangig von allen anderen Einstellungen. Bei maximaler Auslenkung = 90°-« wird auch
die Wurfweite maximiert; welche Wurfweite erreicht werden kann, héngt allerdings von den Ubrigen
Einstellungen ab. Aus physikalischen Uberlegungen ist z.B. klar, dass beide Einspannstellen in eindeutiger
Weise die Ruckstellkraft der Feder elastisches Band* und somit die Beschleunigung und
Abwurfgeschwindigkeit des Balls beeinflussen. Maximale Vorspannung bedeutet maximale
Abwurfgeschwindigkeit vo und nach Gl. 4.18 bedeutet dies auch maximale Wurfweite xnax. Bleibt noch die
Stoppposition des Wurfarms, hier kann anhand obiger Gleichung einfach abgeleitet werden, dass die
Waurfweite bei einer Einstellung der Stoppposition von a = 45° maximiert wird, bei der sin(2a) = 1 ist.

Zusammenfassend last sich also — ohne einen Versuch gemacht zu haben — sagen, dass mit den
Einstellungen der Einspannstellen auf maximale Vorspannung und einer Stoppposition auf o = 45°

- bei einer Auslenkung g = 45° die maximal erreichbare Wurfweite erzeugt wird,
- bei einer Auslenkung von g = 0° die Wurfweite 0 erzeugt wird und
- jede Wurfweite dazwischen nur durch Variation des Auslenkwinkels g erreicht werden kann.

Insofern liegt eine Aufgabe vor, bei der xnax Nur in Abhéangigkeit des Faktors Auslenkwinkel g zu untersuchen
ist. Die Zuordnung, welcher Auslenkwinkel fir welche Wurfweite erforderlich ware, ist allerdings nur
experimentell zu klaren, da wie bereits erwahnt wichtiges Systemwissen Uber Eigenschaften des Katapults
fehlt. Dies kann natirlicherweise in einem OFAT-Versuch erfolgen.

Der Versuch kann so ausgefuhrt werden, dass in mehreren Stufen der Auslenkungswinkel g zwischen 0 und
45° variiert und die zugehdrige Wurfweite xmax registriert wird. Vorzugsweise wiirden 2 Stufen erforderlich
sein, namlich die Maximaleinstellung und die Halfte davon, denn im konkreten Fall fiihrt 8 = O trivialerweise zu
Xmax = 0. Nur die Maximaleinstellung zu untersuchen wirde nicht ausreichen, denn das wuirde eine lineare
Abhangigkeit zwischen Wurfweite und Auslenkungswinkel bedeuten. Eine solche Annahme wéare zum
gegenwartigen Wissensstand sicherlich gewagt. Falls die Versuche aber sehr aufwéndig wéaren, wirde es
sich sicherlich lohnen dariiber nachzudenken, ob so eine Annahme eventuell zutreffen kdnnte.
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Mit den Versuchspunkten bei halber und maximaler Auslenkung (und dem Wissen (ber die Auslenkung Null)
wére man in der Lage, ein quadratisches Modell der Beziehung zwischen Auslenkung und Wurfweite
aufzustellen:

Xmax = %o + alﬁ + azﬁz (419)

Anséatze hoherer Ordnung waren wahrscheinlich nicht zielfihrend, denn diese wiirden das Interesse an
einem Wendepunkt voraussetzen, welcher bei der vorliegenden monotonen Beziehung (gréf3ere Auslenkung
fuhrt zu groReren Wurfweiten) wahrscheinlich aufgrund der begrenzten Genauigkeit der Untersuchungen
nicht ermittelt werden kann. Uber die Anzahl der Versuchsrealisierungen in beiden Versuchspunkten muss
man sich aber je nach Streuung der Wurfweite gesondert Gedanken machen; dies wird in Kapitel 4.7 naher
erlautert.

Obwohl OFAT-Versuche beim Vorliegen eines einzigen (oder quasi eines einzigen) Faktors die
natirliche Vorgehensweise darstellen, weist diese Art der Versuchsfiihrung bei mehreren Faktoren
zwei wesentliche Nachteile auf:

1) Wechselwirkungen zwischen den Faktoren werden nicht erfasst. Mit Wechselwirkungen ist dabei
gemeint, dass die Wirkung eines Faktors auf die ZielgroRRe, entscheidend von der Einstellung der
restlichen Faktoren abhangen kann. Beispielsweise kann bei einer bestimmten Einstellung der
restlichen Faktoren die ZielgréRe mit steigendem Faktor ebenfalls steigen. Bei einer anderen
Einstellung aber kann dieser Effekt verstarkt, abgeschwéacht oder gar umgekehrt werden, so dass
nun mit steigendem Faktor die Zielgréfie plotzlich sinkt. Um diesen Effekt zu erfassen reicht es
also nicht, den Faktor nur bei einer Basis-Einstellung der restlichen Faktoren zu untersuchen, wie
in einem OFAT-Versuch.

2) Bei einem OFAT-Versuch entsteht unnétig hoher Aufwand, wenn bei streuenden ZielgroRen eine
Mehrfachrealisierung der Versuchspunkte erforderlich ist, um die erforderliche Genauigkeit zu
erreichen.

Um beides zu verdeutlichen, betrachten wir eine Fragestellung, bei der die Wirkung zweier Faktoren 4
und B — jeweils zwischen einem Minimal- und Maximalwert — auf eine Zielgrofe untersucht werden
soll.

':f OFAT-Versuch ﬁ A Vollfaktorieller
§ g Versuch
L &L
g g )
O OO
@G DG
: N4 a NN
, > >
A A4,.  Faktor4 A i A4,.  Faktor4

Bild 4.5: OFAT-Versuche im Vergleich zum vollfaktoriellen Versuchsplan

Aus Erfahrung ist bekannt, dass die ZielgroRe streut und deswegen eine 8-fach-Realisierung je
Versuchsvariante erforderlich ist, um die Effekte richtig zu erfassen (Details dazu werden spater
diskutiert). In einem OFAT-Versuch mit der Basiseinstellung (4,,,, B...x) mussten zunachst der Faktor 4
und anschlieBend der Faktor B auf das jeweilige Maximum eingestellt werden, es waren also
zusammen mit der Basisvariante 3 Versuchspunkte mit je 8 Realisierungen und somit insgesamt 24
Einzelversuche erforderlich. Mit jedem weiteren Faktor wirden weitere 8 Versuche fallig.

Trotz des relativen hohen Versuchsaufwandes bleiben aber wichtige Fragen unbeantwortet. So ist die
Wirkung des Faktors B auf die ZielgrolRe im gesamten interessierenden Bereich bekannt, falls der
Faktor 4 seine Einstellung bei 4,,,, hat, aber bei der Einstellung 4, liegt Information nur bei einem
Randpunkt des Versuchsraums, namlich bei B,,;, vor. Daraus wird deutlich, dass der Basiskombination
bei einem OFAT-Versuch auf der einen Seite eine herausragende Bedeutung zugemessen wird. Auf
der anderen Seite erfolgt deren Wahl aber oft willkiirlich, da es keine objektive Grundlage dafir gibt.
Warum soll (4,,,,, B..,) besser daflir geeignet sein als (4., Buax) 0der (4,uae Bumin)?

Ein optimierter Ansatz wird im folgenden Kapitel vorgestellt.
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4.6.3. Faktorielle Versuchsplane

Fir die Erfassung von Wechselwirkungen ist ein zusatzlicher Punkt bei 4,,,, und B,,,. notwendig. Damit
kann die Wirkung von B komplett beschreiben werden, sowohl bei 4, als auch bei 4,,. Diese
Vorgehensweise hat auch weitere Vorteile, insbesondere im Hinblick auf den erforderlichen
Versuchsaufwand. Bei einer 4-fach-Realisierung jeder Variante ergibt sich fir jede Faktorstufe
dieselbe statistische Absicherung wie bei dem OFAT-Versuch. Bei 4,,;, existieren wieder insgesamt 8
Einzelversuche, namlich 4 bei (4,,,Byin) Und 4 bei (4,,.B..). Dasselbe gilt auch fir 4,,,.. Trotzdem
werden statt 24 Einzelversuche bedeutend weniger, namlich 16 Einzelversuche benétigt (4
Versuchspunkte a 4 Realisierungen). Der zusatzliche Versuchspunkt bei (4., Bn.) Wird in gewisser
Hinsicht mehrfach verwendet. Mit wachsender Faktorenanzahl erhéht sich dieser Effekt. So waren bei
einem OFAT Versuch mit 4 Faktoren (4+1)*8 = 40 Einzelversuche erforderlich, beim obigen Schema
wiirden aber immer noch 2* = 16 Einzelversuche ausreichen, mit einfacher Realisierung in jedem
Versuchspunkt. Unsymmetrische Faktorkombinationen verhindern die Vergleichbarkeit der
Ergebnisse. Eine symmetrische Abdeckung des Versuchsraums bringt hingegen nur Vorteile.

Fazit:

Die beschriebene Vorgehensweise braucht deutlich weniger Versuche und ermdglicht gleichzeitig die
Erkennung von Wechselwirkungen der Faktoren. Plane, bei denen alle Faktor-Kombinationen variiert
werden, heilden vollfaktorielle Versuchsplane. Sie bilden die Grundlage der statistischen
Versuchsplanung.

2*-Plan
2°-Plan
2°%-Plan
Versuch A B C D
1 - - - -
2 + - - -
3 - - -
4 + + - -
5 - - + -
6 + - + -
7 - + -
8 + + + -
9 - - - +
10 + - - +
11 - + - +
12 + + - +
13 - - + +
14 + - + +
15 - + +
16 + + +

Tabelle 4.1: Vollfaktorieller Plan mit 4-Faktoren auf zwei Stufen

Bei einem vollfaktoriellen Plan mit k-Faktoren auf zwei Stufen treten m = 2“ Kombinationen auf. Solche
Plane werden deswegen als 2“Plane bezeichnet. Tabelle 4.1 zeigt die Kombinationen fiir 2 bis 4
Faktoren auf zwei Stufen. Die Bezeichnungen ,+/-, die Uublicherweise verwendet werden,
kennzeichnen die obere bzw. untere Stufe des jeweiligen Faktors. Das Schema kann leicht auf eine
beliebige Faktorenanzahl erweitert werden, indem der Plan fur die untere und fur die obere Stufe des
nachsten Faktors wiederholt wird.

Wie aus obiger Formel ersichtlich, steigt der Versuchsaufwand mit wachsender Faktoranzahl stark an.
Bereits bei 6 Faktoren sind somit 64 Versuchspunkte erforderlich, welche gegebenenfalls auch
mehrfach realisiert werden missen. Dabei haben wir lediglich 2 Stufen, auf denen jeder Faktor variiert
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werden muss, und somit nur einen linearen Modellansatz zur Beschreibung seiner Wirkung auf die
Zielgrofle gewahlt. Falls z.B. quadratische Effekte berlcksichtigt werden sollen, sind fiir einen
vollfaktoriellen Plan 3 Stufen je Faktor erforderlich; der Aufwand steigt auf 3¢ Versuchspunkte. Wie mit
solchen Aufgabenstellungen sinnvoll umzugehen ist, zeigen weitergehende Ansatze in Kapitel 8. Diese
kénnen den Prifaufwand in begrenztem MalRe reduzieren.

4.7. Festlegung der Anzahl der Wiederholungen

In Abhangigkeit von der erwarteten Streuung des Versuchs und der geforderten Genauigkeit, mit
welcher der untersuchte Effekt bestimmt werden soll, muss die Gesamtanzahl N der Einzelversuche
festlegt werden.

Nach [1], S. 78 gilt
2
N= 60(£j , (4.20)
A

wobei ¢ die Standardabweichung als Mal fir die Versuchsstreuung ist und A den Effekt bezeichnet,
welcher sicher nachgewiesen werden soll. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein tatsachlich vorhandener
Effekt nicht erkannt wird, wurde hier zu 10% angenommen (Fehler 2. Art). Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Effekt erkannt wird, obwohl dieser nicht vorhanden ist, betragt 1% (Fehler 1. Art). Es handelt
sich hierbei um eine zweiseitige Fragestellung, da sowohl positive als auch negative Effekte erkannt
werden sollen, vgl. auch Kapitel 9.1.4

Falls der Versuch m Faktorstufenkombinationen umfasst, kénnen » = N/ m Versuchsrealisierungen auf
jeder Faktorstufe durchgefiihrt werden. Vorteil beim Einsatz faktorieller Versuchsplane ist dabei, dass
mehr Faktoren gleichzeitig untersucht werden kénnen, fast ohne Zunahme des Versuchsumfangs.

Tabelle 4.2 soll dies verdeutlichen. Falls ein Effekt in der Grofenordnung 1o erkannt werden soll, sind
N = 60 Einzelversuche erforderlich. Abhangig von der Faktoranzahl erhalt man damit;

Anzahl Kombinationen Realisierungen
Faktoren pro Kombination »
1 2'=2 30
2 2°=4 15
3 2°=8 8
4 2*=16 4

Tabelle 4.2: Mdgliche Realisierungen bei konstanter Anzahl Einzelversuche

Falls die Anzahl der Faktoren keine Mehrfachrealisierung erlaubt (n=1) ergeben sich Schwierigkeiten
bei der spateren Signifikanzanalyse. Folgende Mdglichkeiten bestehen:

e Der Versuchsumfang wird Uber das Erforderliche hinaus erhéht. Dies muss der ,Kénigsweg"
bleiben, da einige zusatzliche Freiheitsgrade ,der Statistik immer gut tun®.

o Die Varianz ist bekannt oder wird Giber Mehrfachrealisierung einer einzigen Kombination getrennt
ermittelt, z.B. im Zentralpunkt. Dies ist ebenfalls eine sinnvolle Alternative.

e Es werden teilfaktorielle Plane verwendet, bei denen nicht alle 2 Faktorstufenkombinationen
betrachtet werden. Dies ist nur dann sinnvoll, wenn die Auflosung des teilfaktoriellen Plans
ausreichend fir die gestellte Aufgabe ist, sieche auch Kapitel 8.1.

e Die Varianz wird bei der Auswertung durch Pooling geschatzt. Damit wird ein Vorgang bezeichnet,
bei dem nicht-signifikante, meistens héhere Wechselwirkungen im Normalverteilungsplot der
Effekte erkannt, aus dem Modell ausgeschlossen und somit als zusatzliche Freiheitsgrade zur
statistischen Absicherung verwendet werden. Diese Vorgehensweise muss immer die letzte Wahl
bleiben und ist mit dul3erster Vorsicht zu verwenden, da ein subjektiver Einfluss und Mdglichkeiten
der Fehlinterpretation hier nicht von der Hand zu weisen sind, vgl. auch Kapitel 6.3.1.

Fazit:

Es ist sinnvoll, gerade so viele Faktoren zu berilicksichtigen, dass die erforderliche Anzahl von
Einzelversuchen realisiert werden kann und weitere Freiheitsgrade flir die Bestimmung der Signifikanz
verbleiben.
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4.8. Festlegung der Reihenfolge und Gruppierung
Ziel ist an dieser Stelle, die StérgroRen zu beherrschen. Dies kann geschehen durch:

e Ausschalten, entweder experimentell, indem diese konstant gehalten werden oder statistisch
durch eine Zufallsreihenfolge oder

o Miterfassen, entweder experimentell durch Blockbildung oder statistisch durch eine
Kovarianzanalyse.

Versuche koénnen in Blocke aufgeteilt werden, innerhalb derer die Faktorstufenkombinationen
moglichst gleich haufig auftreten und die Zufallsschwankungen mdglichst klein sind. Falls
Unterschiede zwischen den Bldcken auftreten, kdnnen diese erkannt und eliminiert werden.
Beispielsweise mussen Versuche, die nicht alle zeitnah realisiert werden kénnen, in Blocke aufgeteilt
werden, um eventuelle Storeinflisse zu erfassen.

Um zu verhindern, dass ein unbekannter Trend (z.B. sich systematisch andernde Priflingsab-
messungen aufgrund von WerkzeugverschleiR) die Ergebnisse verfalscht, werden die Versuchs-
realisierungen in einem Block in zufalliger Reihenfolge durchgefiihrt. Dieser Prozess wird
Randomisieren genannt.

Allerdings kann im Einzelfall ein Niveauwechsel eines Faktors sehr aufwendig sein, z.B. bei
Anlagenumbau oder langen Wartezeiten. Deshalb kann es erforderlich sein, die Versuche nach
diesem Niveau zu sortieren. Man muss sich dabei Gedanken machen, wie Trends erkannt und
vermieden werden koénnen.

4.9, Planung des Versuchsdurchlaufs und der Auswertung

Manchmal scheitern teure Versuche nur deswegen, weil eine fir den Bediener der
Versuchseinrichtung nicht offensichtliche Anforderung nicht explizit festgelegt oder nicht deutlich
genug kommuniziert wurde. Beispielsweise ist die Reihenfolge der Versuche in einem DoE-
Versuchsplan (inkl. Blockbildung und Zufallsreihenfolge) manchmal umstandlich umzusetzen. Allen
Beteiligten muss deutlich gemacht werden, dass die Reihenfolge zu beachten ist.

In diesem Zusammenhang geht es bei diesem Schritt darum:
e den Versuchsdurchlauf je Prifling zu planen,

ANMERKUNG: Dies schlie3t die Aufstellung eines Storfallplans mit ein, in dem das jeweilige Ereignis sowie
geeignete MaRBnahmen zur Beseitigung benannt werden. Dies sind beispielsweise die Erfassung, das
gezielte Herunterfahren im sicheren Zustand und ein anschlieBendes Hochfahren der Versuchseinrichtung,
und zwar so, dass nach Moglichkeit die Aussagekraft des Versuchs nicht beeintrachtigt wird.

o die erforderliche Dokumentation bei der Durchfihrung der Versuche festzulegen,
ANMERKUNG: Sie beinhaltet die Erfassung (ggf. durch Mitschriebe) und Protokollierung
0 des Versuchsablaufs inkl. auftretender Sonderereignisse,

o der jeweiligen Einstellung der Faktoren, z.B. durch Priflingsbezeichnung und sonstiger
Randbedingungen des Versuchs, sowie

0 der Ergebnisse.

o die Archivierung der Priflinge und Ruckstellmuster zu planen, was bei umfangreichen
Versuchen einen gewissen logistischen Aufwand bedeutet,

e und alles zu dokumentieren und denjenigen zu kommunizieren, welche mit der Umsetzung der
Versuche beauftragt wurden.

Spatestens jetzt muss die Frage beantwortet werden, wie die Versuchsergebnisse ausgewertet
werden sollen, und ob der Versuchsplan mit der geplanten Auswertung kompatibel ist. Die statistische
Versuchsplanung hat an dieser Stelle einen wesentlichen Vorteil, da auf ein standardisiertes Vorgehen
bei der Auswertung zurlickgegriffen werden kann. Die geplante Auswertung ist zu dokumentieren,
insbesondere dann, wenn eine andere Stelle im Unternehmen damit beauftragt werden soll oder die
Auswertung wesentlich spater erfolgt. In diesen Fallen muss davon ausgegangen werden, dass
Hintergrundinformationen zum Zeitpunkt der Auswertung bereits verloren gegangen sind, was zu
Fehlern fiihren kann.
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Die ZweckmaRigkeit des Versuchsplans im Hinblick auf das Versuchsziel ist ebenfalls zu tGberprifen.
Dazu missen die erwarteten Versuchsergebnisse inkl. Aussagen Uber deren Signifikanz mit dem Ziel
der Untersuchung verglichen werden.

4.10. Planung der Versuchseinrichtungen und der Priflinge

Bei diesem Schritt geht es darum, geeignete Versuchseinrichtungen auszuwahlen oder, falls solche
nicht vorhanden sind, zu konzipieren und zu entwerfen. Dabei muss die Versuchsfahigkeit einer
solchen Einrichtung (z.B. durch Wahl geeigneter Toleranzen) im Vordergrund stehen und sichergestellt
werden.

Darliber hinaus mussen die Priflinge entworfen werden. Die Merkmale der Priflinge sowie deren
Anzahl ergeben sich zunachst aus dem Versuchsplan.

Zu berucksichtigen ist:

e Eine ausreichende Anzahl Priflinge muss fir den Versuchsplan, fur Rickstellmuster und eine
gewisse Reserve vorhanden sein. Falls zukiinftige Untersuchungen absehbar sind, kann eine
vorbeugende Herstellung aus derselben Material- und Herstellcharge sinnvoll sein, damit
StorgroRen das Ergebnis nicht verfalschen kénnen.

e Die Herstellbarkeit muss geklart werden, insbesondere, ob alle Merkmalskombinationen, welche
sich aus dem Versuchsplan ergeben, herstellbar sind. Dies ist oft schwierig, da es sich im
gewissen Sinne um Grenzmuster handelt, welche entweder physikalisch nicht mdglich, nicht
relevant oder unsinnig sein kénnen.

e Auch diejenigen Eigenschaften der Priflinge, welche nicht als Faktoren untersucht werden,
mussen festgelegt und dokumentiert werden. Es kann sich im Nachhinein vielleicht herausstellen,
dass diese Eigenschaften einen deutlichen Einfluss haben und deshalb als Faktoren zu
berlcksichtigen sind. Beispielsweise kann sich herausstellen, dass die Oberflachenrauhigkeit
eines Erzeugnisses bei der Untersuchung - anders, als zunachst vermutet - eine Rolle spielt.

e Die Ruckwirkung des Herstellungsverfahrens z.B. auf Oberflache oder Eigenspannungen muss
berlcksichtigt werden.

o Eine Beschriftung der Priflinge ist vorzusehen, damit Ergebnisse dokumentierbar bleiben.
Kleinteile kdnnen z.B. in beschrifteten Behaltern aufbewahrt werden.

4.11. Aufwandsabschatzung

Die erforderlichen Ressourcen wie Zeit, Geld, Maschinen- und Personalkapazitat flir den so geplanten
Versuch missen abgeschéatzt und mit den vorhandenen Ressourcen und Anforderungen verglichen
werden. Oft wird es notwendig sein, den Versuchsplan anzupassen und einen gesunden Kompromiss
zwischen Aufwand und Erkenntnisgewinn zu finden.

Man muss jedoch stets darauf achten, dass die Aussagefahigkeit der Untersuchung noch den
Anforderungen entspricht. Manchmal ist erst eine kritische Mindestanzahl an Einzelversuchen
erforderlich, bevor Gberhaupt ein aussagefahiges Ergebnis vorgelegt werden kann.
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5. Versuchsdurchfiihrung und Dokumentation

Bei der Durchfihrung und Dokumentation der Versuche kommen zwei unterschiedliche
Vorgehensweisen zum Einsatz, je nachdem ob fir die Ermittlung der Ergebnisse reale physische
Versuche oder Computerexperimente vorgesehen wurden. Letzteres gewinnt immer mehr an
Bedeutung wenn ein validiertes Modell des untersuchten Systems vorliegt, welches zwar das
Verhalten des Systems auf einer tieferen Ebene komplett beschreibt, bei dem aber die Wirkung
diverser Einflisse auf Grund der Komplexitat des Modells nicht offensichtlich ist und erst in einer
Simulation ermittelt werden muss.

5.1 Physische Versuche

Bei realen physischen Versuchen muss zunachst die Versuchseinrichtung, so wie in Kapitel 4.10
geplant aufgebaut und anschlieRend fiir die Durchfihrung der Versuche vorbereitet werden. Dies hat
sich in der Praxis oft als besonders zeitraubend erwiesen, deshalb muss maéglichst frihzeitig damit
begonnen werden.

Die Vorbereitung umfasst vor allem die Uberpriifung der Versuchsfahigkeit der Einrichtung und deren
Kalibrierung. Als Kalibrierung wird dabei der Vergleich der Ergebnisse eines mithilfe der Einrichtung
durchgefiihrten Versuchs mit einer bekannten Referenz bezeichnet. Dabei muss sichergestellt werden,
dass die Abweichung zur Referenz im Hinblick auf die Zielsetzung des Versuchs in akzeptablen
Grenzen liegt.

Insbesondere fir jene Faktoren, welche direkt an der Prifeinrichtung eingestellt werden, muss die
korrekte Funktionsweise der Einstellung Uberprift werden. Dies ist besonders dann kritisch, wenn die
Einstellung spater im Versuch nicht durch online-Messung der tatsachlichen Werte Uberprift werden
kann. Falls eine solche Messung durchgefiihrt wird, muss die Messprozessfahigkeit berprift bzw.
sichergestellt werden. Gleiches gilt fur die Messeinrichtungen, mit deren Hilfe die Zielgroen ermittelt
werden. Naheres zu diesem Thema findet sich z.B. in [15,16].

Parallel zur Vorbereitung der Prifeinrichtung kann mit der Herstellung der Priiflinge begonnen werden.
Die meisten Faktorkombinationen des Versuchsplans werden durch entsprechende Merkmale der
Priflinge realisiert, deshalb ist bei der Herstellung eine besondere Sorgfalt gefragt. Dies muss auch
mit dem Hersteller der Pruflinge besprochen werden. Merkmale wie z.B. Malle, Oberflache oder
mechanische Eigenschaften missen nach der Herstellung kritisch Gberprift und dokumentiert werden.
Damit werden Versuche mit Pruflingen vermieden, die sich im Nachhinein als untauglich fir die
Untersuchung erweisen.

Nachdem die Einrichtung und die Priflinge hergestellt und Uberprift wurden, kénnen die Versuche wie
in Kapitel 4 geplant durchfihrt werden. Der konkrete Ablauf inkl. eines Stoérfallplans sowie die
erforderliche Dokumentation wurde bereits, wie in Kapitel 4.9. beschrieben, festgelegt.

Konsequenzen aus nicht vorgesehenen Ereignissen wie Storfallen missen fir zukinftige
Untersuchungen gezogen werden.

5.2. Computerexperimente

Falls ein validiertes Modell des untersuchten Systems vorliegt (z.B. ein strukturmechanisches FE-
Modell eines komplexen Erzeugnisses), kdnnen alternativ auch ,Versuche am Modell durchgefihrt
werden, was Ublicherweise als Computerexperiment bezeichnet wird. Die einzelnen Versuchs-
realisierungen stellen in diesem Fall Simulationen dar, deren Erkenntnisse auf das reale System
Ubertragen werden koénnen.

Der Vorteil von Computerexperimenten liegt darin, dass in der Regel mehr Simulationen als reale
Versuche durchgefiihrt werden kénnen. Allerdings sind Simulationen insbesondere an komplexen
Modellen ebenfalls kostspielig und zeitaufwendig. Deshalb ist es sinnvoll, hier ebenfalls mit den
Ansatzen der Versuchsmethodik Ressourcen zu sparen.

Das generelle Vorgehen unterscheidet sich nicht von dem eines realen physischen Versuchs: die
Versuchsplane werden wie in Kapitel 4 verdeutlicht aufgestellt und wie in Kapitel 6 beschrieben
ausgewertet. Die Ergebnisse liefert kein physisches Experiment, sondern ein Simulationstool, genannt
Solver.

Ein wichtiger Unterschied zu den realen physischen Versuchen besteht darin, dass
Computerexperimente keinen statistischen Fehler aufweisen, dies muss bei der Wahl des
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Versuchsplantyps berucksichtigt werden. Allerdings kdnnen hier nicht nur deterministische, sondern
auch stochastische Modelle verwendet werden, bei denen das Auftreten von Storfaktoren durch
Uberlagerte Zufallswerte simuliert werden kann, so dass die Anwendung statistischer Ansatze
durchaus Sinn ergeben kann. Darlber hinaus konnen streuende Faktoren in Robustheits- und
Zuverlassigkeitsanalysen durch stochastische Versuchsplane wie z.B. Plain Monte Carlo
berlcksichtigt werden.

Typische Anwendungen bestehen aus drei Schritten:

1.
2.

Durch Sensitivitdtsuntersuchungen werden die relevanten unter vielen Einflussgrof3en ermittelt.

Eine modellbasierte Optimierung der Zielgrollen unter Berlcksichtigung der relevanten
EinflussgréRen und weiterer Nebenbedingungen wird durchgefihrt.

Eine Robustheitsanalyse des optimalen Designs wird durchgefiihrt. Dabei wird die Frage
beantwortet, wie sich kleine, meist zuféallige und unvermeidbare Abweichungen von den optimalen
Werten der Faktoren auf die ZielgréBen auswirken und welcher Anteil von allen mdglichen
Kombinationen von Merkmalen noch die Anforderungen des Designs erflillt. Analog dazu kann
auch eine Zuverlassigkeitsanalyse durchgefihrt werden, bei der ebenfalls der Anteil der
zulassigen unter allen moglichen Merkmalskombinationen ermittelt wird. Der Unterschied zur
Robustheitsanalyse besteht lediglich darin, dass dort sehr wahrscheinliche und bei der
Zuverlassigkeitsanalyse sehr unwahrscheinliche Zustande untersucht werden.

Durch diese Vorgehensweise konnen Fragestellungen untersucht werden, welche durch reale
Versuche nicht zu bewaltigen sind. Anwender berichten z.B. Uber Gewichtsoptimierung eines
kompletten Schiffs mit 30.000 Variablen [18].
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6. Auswertung

Ziel der Auswertung ist die quantitative Bestimmung der Modellgleichung, welche die Abhangigkeit
zwischen Faktoren und ZielgréRen beschreibt, sowie deren Validierung.

6.1. Plausibilitatsprufung

Fir eine erste Plausibilitatsprifung ist zunachst eine einfache Darstellung der wesentlichen
Versuchsergebnisse d.h. der Zielgroflen in Abhangigkeit der Faktoren sinnvoll. Hier missen die
verwendete Versuchseinrichtung, die Messtechnik sowie eventuelle Besonderheiten im
Versuchsablauf aufgefiihrt werden. So fallen bei der Diskussion der Ergebnisse im Team schnell
Unstimmigkeiten auf, welche eventuell ndher untersucht werden missen. Bei mehr als 2 Faktoren wird
dies allerdings schwierig. Hier kann eventuell eine parametrische Darstellung oder eine Darstellung
lediglich der Versuchspunkte im Versuchsraum (ohne ZielgréRen) helfen.

Aus dieser ersten Visualisierung muss auf jeden Fall die Abdeckung des Versuchsraums ersichtlich
werden. Hintergrund ist die Tatsache, dass nur systematisch aufgestellte Versuchsplane den
Versuchsraum gut abdecken und robust gegen Fehldeutungen sind, nicht jedoch Plane welche
nachtraglich in vorhandene Daten mit unklarer Qualitat ,hineininterpretiert* werden. Darlber hinaus
muss die Vergleichbarkeit und Aktualitdt historischer Daten sichergestellt werden, bevor mit der
Auswertung begonnen werden kann.

Es muss analysiert werden, ob Auffalligkeiten, wie z.B. unplausible Werte der ZielgréRRe zu finden sind.
Generell muss die Ursache fur solche Auffalligkeiten gesucht werden um ggf. das Ergebnis korrigieren
zu kénnen. Am einfachsten gelingt dies, falls es sich hierbei um Ubertragungs- oder Tippfehler
handelt. Manchmal kénnen auch einfache Ablesefehler korrigiert werden. Falls die Ursache unklar
bleibt oder ein Faktor falsch eingestellt wurde, muss der entsprechende Einzelversuch wiederholt
werden. Ist dies nicht mdglich wird dieser Einzelversuch aus der weiteren Analyse ausgeschlossen,
denn Ausreifler kdnnen das Ergebnis der Untersuchung mafgeblich verfalschen und dirfen nicht
verwendet werden. Dies muss allerdings mit grof3ter Vorsicht geschehen, insbesondere dann, wenn
nur eine Versuchsrealisierung vorliegt. In diesem Fall kénnte ein vermeintlicher Ausreil3er auf einen
unvermuteten Effekt hindeuten. Statistische AusreilRertests kdnnen bei der Entscheidung helfen.

6.2. Bestimmung der Modellgleichung

Durch Darstellung der Vorgehensweise anhand zweier einfacher Beispiele wird zunachst in die
Thematik eingefiihrt. AnschlieBend wird das allgemeine Vorgehen mittels Regression erlautert.
Mathematische Hintergriinde sind im Anhang zu finden.

6.2.1. Beispiel Einfaktorversuch auf 2 Stufen

Aufgabe: Die Langenausdehnung einer Legierung soll experimentell bestimmt werden. Es werden
mehrere Versuchsrealisierungen bei 2 Temperaturen durchgefiihrt. Tabelle 6.1 enthalt die Mittelwerte
der Ergebnisse der Realisierungen.

Versuch T, °C L, cm
1 25 100,04
2 100 100,16

Tabelle 6.1: Ldngenausdehnung einer Legierung

Man geht davon aus, dass zwischen der Langenadnderung und der Temperatur ein linearer
Zusammenhang besteht und moéchte die Gleichung der Geraden berechnen, um beliebige
Zwischenwerte rechnerisch bestimmen zu kénnen. Diese lautet:

L=Ay+ AT (6.1)
Durch eine Koordinatentransformation wird das Wertepaar (74,7>) formal in (-1, +1) Uberfuhrt. Die
Transformationsgleichung lautet dabei:

2
Tz_Tl

X =

(T-T,)+1. (6.2)
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Bild 6.1: Langenausdehnung einer Legierung

Dabei kann leicht Uberpruft werden, dass x(7=Ty)=-1 und x(T=T,)=+I. Im transformierten
Koordinatensystem lautet die Geradengleichung:

L=a,+ax. (6.3)
Aus Gleichung (6.3) und den beiden Versuchsergebnissen folgt:

far x=+1: 10016 =a, +aq,, (6.4)
fir x=-1: 100,04=a,—aq,. (6.5)

An dieser Stelle wird der Grund flir die Koordinatentransformation offensichtlich; die Koeffizienten aq
und a4 sind ndmlich durch Addition bzw. Subtraktion der Gleichungen (6.4) und (6.5) sehr leicht zu
berechnen:

. _L+L _10016+100,04 _I,—I, 100,16-100,04
\= - - -
2 2 2

Allgemein gilt also, dass der Koeffizient aq der Mittelwert der beiden Langen, der Koeffizient a4
hingegen die halbe Differenz der Langen ist.

=0,06. (6.6)

=100,1 a,

Die Differenz der Langen bei unterer und oberer Temperatur wird Effekt des Faktors Temperatur
genannt. Damit kann der Koeffizient a4 gleichzeitig aus dem halben Effekt der Temperatur berechnet
werden. Dies stellt eine wichtige Beziehung zwischen dem Effekt des Faktors und der Koeffizienten
der Modellgleichung dar, mit der Berechnung der Effekte werden somit automatisch auch die
Koeffizienten der Modellgleichung bestimmt und umgekehrt.

Im transformierten System lautet die Gleichung (6.3) der Geraden:

L =100,1+0,06x . (6.7)
Die Geradengleichung (6.1) im urspriinglichen System erhalt man durch die Riicktransformation (6.2)
T-625

L =1001+0,06 =100+0,0016-T . (6.8)

6.2.2. Beispiel Zweifaktorversuch auf 2 Stufen

Dieses Beispiel soll anhand des Ohmschen Gesetzes die Vorgehensweise bei der Auswertung von
Versuchen verstandlich machen. Wir versetzen uns dazu in die Lage eines Experimentators, der den
Zusammenhang zwischen Spannung, Strom und Widerstand mit Hilfe eines einfachen Versuchs
ermitteln mochte. Gesucht ist

U=f(RI). (6.9)

Wir nehmen an, er habe Einzelversuche mit mehrmaliger Versuchsrealisierung durchgefiihrt und
folgende mittlere Spannung gemessen:
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Versuch R, Ohm 1 A uv
1 20 4 80
2 60 4 240
3 20 12 240
4 60 12 720

Tabelle 6.2: Das Ohmsche Gesetz

Effekt (X1)
bei X = +1

_ Effekt (X )
T~ bei Xo = -1

Bild 6.2: Das Ohmsche Gesetz
Zur Ermittlung der Beziehung wird zundchst ein multilinearer Lésungsansatz fur zwei Faktoren benutzt:
U =ay+ax, +a,x, +apxx, . (6.10)

Folgende Transformation kann die Auswertung wieder vereinfachen:

RoRet R 0 j_fth .
= 2 _R- = 2 _I- 6.11
5 RZ_Rl 20 " 12_11 4 ( . )
2 2

Damit ergibt sich ein Gleichungssystem, aus dem die freien Koeffizienten des Lésungsansatzes leicht
bestimmt werden kénnen (rechts stehen die bei den einzelnen Versuchskombinationen erhaltenen
Spannungen U):

x=-1,x,=-1, ay—a,—a, +a,, =80,

x,=+1, x,=-1, a,+a,—a, —a,, =240,

x=-1,x,=+1, ay—a,+a,—a, =240, (6.12)
x,=+1, x, =41, a,+a, +a, +a, =720.

Daraus ergibt sich:

80+ 240 + 240+ 720
ag = =
4
720-240 240-80
a, = +
4 4

320,

=160,
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720-240 240-80
aZ = + =
4
720-240 80-240
a, = + =
4 4

160, (6.13)

80 .

Einsetzen von (6.13) in den Losungsansatz (6.10) ergibt:
U =320+160x, +160x, +80x,x, . (6.14)

Durch Rucktransformation von (6.14) anhand der Gleichung (6.11) erhalt man die Modellgleichung in
den untransformierten Koordinaten:

U =320+1608=20 1160128 L gof R=A0 Y 1=8)_ 1/ (6.15)
20 4 20 4

In diesem konstruierten Beispiel ergibt sich zwangslaufig die richtige Lésung (Ohmsches Gesetz), weil
mit der Multilinearform gerade der richtige Ansatz gewahlt wurde. Ein komplizierterer funktionaler
Zusammenhang mit Quotienten oder Potenzen der Einflussfaktoren wéare mit diesem Ansatz nur
naherungsweise zu beschreiben.

6.2.3. Versuche mit k-Faktoren auf 2 Stufen

Falls ein vollfaktorieller Versuch mit k-Faktoren auf jeweils 2 Stufen mit insgesamt N Einzelversuchen
und m=2" Faktorstufenkombinationen durchgefiihrt wurde, kdnnen die Effekte und Wechselwirkungen
sowie die Koeffizienten der Modellgleichung einfach anhand der Auswertematrix des Versuchplans
berechnet werden.

Wir betrachten dazu folgenden Versuchsplan:

Versuch Nr. A B Ergebnisse y, Mittelwert y,
1 - - Y YVigsee oV N
2 + - Yo Vazs---1Vay V2
m + + yml’ymZ""’ymn ym

Tabelle 6.3: Vollfaktorieller Versuchsplan mit £-Faktoren auf jeweils 2 Stufen

Bei der mehrmaligen Ausfiihrung jeder Faktorenkombination kann bei der Auswertung zunachst
zeilenweise jeweils der Mittelwert der Einzelergebnisse berechnet werden, die entsprechende Spalte
wurden in der obigen Matrix erganzt.

Die multilineare Modellgleichung lautet in diesem Fall:

k Lk
y=a,+ Zaix,. + Z Zaﬁx,.xj +otay, (6X,..x,). (6.16)
i=1 i=1 j=i+l

Diese enthalt insgesamt 2"-Koeffizienten und genauso viele Terme: einen freien Term, k-Terme mit
den Faktoren sowie gemischte Terme mit 2, 3 usw. Faktoren bis hin zu einem gemischten Term mit
allen k Faktoren. Alle gemischten Terme reprasentieren 2-fach, 3-fach usw. Wechselwirkungen.

Der Effekt des j-ten Faktors kann einfach berechnet werden als
2 m _ 6 1
A, :;;sgny-y,., (6.17)

wobei ,sgn“ das Vorzeichen des entsprechenden Faktors in der Auswertematrix bedeutet.
Wechselwirkungen kdnnen analog behandelt werden, deren Vorzeichenspalte wird als Produkt der
entsprechenden Spalten der beteiligten Faktoren berechnet. Beispielsweise wird bei der 2-fach
Wechselwirkung x.x, eine zusatzliche Spalte gebildet, bei der die Spalten A und B miteinander
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multipliziert werden. Anschliefend wird mit dieser Vorzeichenspalte nach obiger Vorschrift die
Wechselwirkung berechnet.

Die Koeffizienten in der Multilinearform ergeben sich dann zu:

m A
=235, aj ==L, j=1.2"-1. (6.18)

m“= 2

6.2.4. Regressionsanalyse

Fir die Berechnung der Modellgleichung nach den bisherigen Ausfihrungen lagen genau so viele
Versuchspunkte wie unbekannte Koeffizienten vor. So konnte ein Gleichungssystem mit m
Gleichungen (aus den Versuchsergebnissen der m Faktorstufenkombinationen) und m Unbekannten
(die Koeffizienten) aufgestellt werden, aus dem diese Koeffizienten bestimmt werden konnten. Falls
bei einem Versuch mehr Versuchspunkte (nicht jedoch unbedingt Versuchsrealisierungen) als
Koeffizienten vorliegen, wirden mehr Gleichungen als Unbekannte vorhanden sein, so dass das
Gleichungssystem Uberbestimmt und obiges Vorgehen nicht mehr mdglich ware. In diesem
allgemeinen Fall ist die Durchfihrung einer Regressionsanalyse erforderlich. Die Durchfihrung von
mehr Versuchen als fur die Bestimmung der unbekannten Koeffizienten der Modellgleichung unbedingt
erforderlich hat groRe Vorteile. Damit kann Uberprift werden, ob der gewahlte Modellansatz fur die
betrachtete Aufgabenstellung sinnvoll war oder nicht.

Bei einer Regression werden die Parameter eines bereits vorgegebenen mathematischen Ansatzes so
angepasst, dass eine im Rahmen des gewahlten Ansatzes bestmdgliche Beschreibung der
Versuchsdaten moglich ist. Dies geschieht durch die Methode der kleinsten Quadrate, bei der die
Koeffizienten des Modells so bestimmt werden, dass die Summe der Abweichungen der
Versuchspunkte von der Geraden minimiert wird. Auf eine formale Ableitung wird an dieser Stelle
verzichtet, mehr mathematischer Hintergrund zu diesem Thema ist im Anhang zu finden.

4,5

4 F

35 f /
30
i y = 0,03x + 0,8095~__ /

25 ¢
. e

-

1,5

‘_/ Ny = 0,0002¢ + 0,0079x + 0,9944
1
1E/

0,5

ok
0 20 40 60 80 100
X

Bild 6.3: Lineare und quadratische Regression eines Einfaktor-Versuchs auf 3 Stufen mit je 5
Realisierungen pro Stufe

Bei einem nichtlinearen Zusammenhang zwischen Ziel- und Einflussgroflen kann in den meisten
Fallen versucht werden, durch geeignete Transformationen der Variablen das Problem durch eine
quasi-lineare Regression zu beheben. Erwartet man z.B. eine Potenz-Anhangigkeit vom Typ

y=a,+at’, (6.19)

kann durch eine Substitution x = 7 die anfanglich nichtlineare Aufgabenstellung in einem linearen
Zusammenhang Uberfiihrt werden:

y=a,+ax, (6.20)

welcher durch eine lineare Regression behandelt werden kann.
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Soll ein Ansatz durch Regression an Versuchsergebnisse angepasst werden, bei dem die ZielgroRe
von mehr als einer EinflussgroRe abhangt, spricht man von einer multiplen Regression. Die
Auswertung erfolgt nach denselben Prinzipien, wie bei der einfachen Regression.

Die Durchfiihrung einer Regressionsanalyse ist ein komplexes Unterfangen, insbesondere bei mehr
als einer EinflussgroRe, deshalb wird an dieser Stelle die Verwendung geeigneter Softwaretools
empfohlen. Naheres zu diesem Thema ist im Anhang zu finden.

6.3. Validierung der Modellgleichung

Im Allgemeinen werden die ZielgréRen eines Versuchs bei Mehrfachrealisierung (wiederholter
Ausfihrung) aufgrund von Storeinflissen mehr oder weniger stark variieren. Die auf der Basis der
Versuchsergebnisse berechneten Effekte und Koeffizienten der Modellgleichung werden auch
gewissen Schwankungen unterliegen und im Allgemeinen immer von Null verschieden sein, auch
wenn der wahre aber unbekannte Effekt gleich Null ist. Somit stellt sich die Frage, ob die berechneten
Effekte sich nur zufallig von Null unterscheiden oder nicht. Im ersten Fall waren diese nicht signifikant,
falls die Effekte jedoch nicht zuféllig von Null verschieden sind, werden sie als signifikant bezeichnet.

Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, wie ein Effekt (bzw. Koeffizient der Modellgleichung) als
signifikant oder nicht eingestuft werden kann.

6.3.1. Einfache Signifikanzbewertung bei 2*-Planen

Falls ein vollfaktorieller Versuch mit k-Faktoren auf jeweils 2 Stufen mit insgesamt N Einzelversuchen
und m = 2* Faktorstufenkombinationen durchgefiihrt wurde, kann der Mittelwertvergleich fiir die
Untersuchung der Signifikanz von Effekten und Wechselwirkungen verwendet werden, vgl. auch [1],
S.99. Das Verfahren basiert auf der Tatsache, dass die Effekte als Differenz von jeweils zwei
Mittelwerten eines Faktors berechnet werden kdnnen.

Wir betrachten im Folgenden dazu folgende Auswertematrix eines Versuchsplans:

Versuch Nr. | A B Ergebnisse y, Mittelwert y, |Varianz s?
1 - - Vi Vigs e V1, N 512
2 + - Vorr VazseesVon ¥, s5
m + + yml’y)nZ""’ymn ym Si

Tabelle 6.4: Auswertematrix eines Versuchsplans

Bei einer mehrmaligen Ausflihrung einer jeden Faktorenkombination kann bei der Auswertung
zeilenweise je der Mittelwert und die Varianz der Einzelergebnisse berechnet werden, entsprechende
Spalten wurden in der obigen Matrix erganzt.

Der Effekt des j-ten Faktors kann berechnet werden als

2 _
A, == son, ¥, (6.21)

meD

wobei ,sgn“ das Vorzeichen des entsprechenden Faktors in der Auswertematrix bedeutet, vgl. auch
Kapitel 6.2.3. Die Varianz

§=izs;’- , (6.22)

welche als Mittelwert der Einzelvarianzen berechnet werden kann, stellt eine Schatzung fir die
Versuchsstreuung dar. Sie wird manchmal auch Pure Error genannt.

Da jeder Effekt die Differenz zweier Mittelwerte von jeweils N/2 Einzelwerten bildet, kann seine
Standardabweichung geschatzt werden durch
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4_
SZ :NS}Z, .
Die Signifikanz eines jeden Effekts kann wie im Kapitel 9.1.3 beschrieben nun durch einen
Mittelwertvergleich auf Basis des t-Tests angegeben werden. Die zugehdrige Testgrole kann
berechnet werden als

(6.23)

t ==L (6.24)

Ist 4 > «(f, 99%), so ist die Nullhypothese abzulehnen und der zugehdrige Effekt signifikant (die Grolie
tf, 99%) ist im Anhang tabelliert). Der Freiheitsgrad betragt f = N - 2 (k - Anzahl Faktoren, N —
Gesamtanzahl Einzelversuche). Eine abgestufte Beurteilung der Signifikanz des Effekts kann anhand
Tabelle 6.5 erfolgen:

Untere Grenze | Parameter | Obere Grenze | Bewertung
t< ! r.09% nicht signifikant

! ri90% <t< £ 1:99.9% signifikant
.99 9% <t hoch signifikant

Tabelle 6.5: Signifikanzbewertung durch t-Test
Signifikanz bei Versuchen mit einfacher Realisierung

Falls ein Versuch mit Einfachrealisierung n=1 vorliegt, ergeben sich Schwierigkeiten bei der Schatzung
der Varianz der Einzelwerte und damit auch der Varianz der Effekte und deren Signifikanz. Die beste
Moglichkeit einer solchen Situation zu begegnen ist, wenn die Streuung aus anderweitigen
Untersuchungen bereits bekannt ist, oder GUber Mehrfachrealisierung einer einzigen Kombination (oft
im Zentralpunkt) getrennt ermittelt werden kann.

Falls obige Mdglichkeiten nicht bestehen, kann die Varianz durch sogenanntes Pooling geschatzt
werden, wobei die zufalligen Effekte und Wechselwirkungen aus dem Modell entfernt werden.
Hintergrund: Wenn die tatsachlichen Effekte und Wechselwirkungen Null sind, werden die berechneten
zufélligen Effekte und Wechselwirkungen normalverteilt mit Mittelwert Null sein. Alle Ausrei3er sind
hier mit hoher Wahrscheinlichkeit tatsachlich auftretende Effekte oder Wechselwirkungen. Alle
zufélligen Effekte kbnnen nun aus dem Modell ausgeschlossen werden und zur besseren statistischen
Absicherung benutzt werden. Die ,Zufélligkeit® wird daran erkannt, dass diese Effekte und
Wechselwirkungen auf einer Geraden im Wahrscheinlichkeitsplot liegen.

Diese Vorgehensweise muss immer die letzte Wahl bleiben und ist mit duRerster Vorsicht zu
verwenden, denn ein subjektiver Einfluss und Mdglichkeiten der Fehlinterpretation sind hier nicht von
der Hand zu weisen. Die Empfehlung ist, diese Technik nur bei mehr als 5 Faktoren anzuwenden und
daflr nur Wechselwirkungen héherer Ordnung zu benutzen, vgl. auch [1], S.107.

6.3.2. Validierung der Regression

Im Allgemeinen wird es erforderlich sein, die Koeffizienten der Modellgleichung durch eine
Regressionsanalyse zu ermitteln. Die Qualitdt der Regressionsanalyse kann durch einige
Auswertungen und Kennwerte analysiert werden, welche im Folgenden naher erlautert werden.

6.3.2.1. Bewertung der Anpassungsgute

Zunachst muss visuell Uberprift werden, wie gut die berechnete Modellgleichung mit den
Versuchsergebnissen Ubereinstimmt. Dazu ist es erforderlich, Uber mehr Versuchspunkte (nicht
Versuchsrealisierungen) zu verfiigen als freie Koeffizienten in der Modellgleichung vorhanden sind.
Beispielsweise kann bei einem Einfaktorversuch auf zwei Stufen auch die Mitte des Intervalls als
zusatzlicher Versuchspunkt erfasst werden. Dadurch kann die ,Abweichung“ des Versuchsergebnisses
von der Annahme einer linearen Beziehung Uberprift werden. Falls lediglich zwei Versuchspunkte
vorliegen ist eine solche Uberpriifung nicht méglich, da 2 Punkte immer eine Gerade definieren.

© Robert Bosch GmbH | Stand 10.2010 43


http://rb-socos-c.de.bosch.com/SOCOS/qr/?file=CGP-01900-011_BBL_N_DE_2010-10-01.pdf

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

Versuchsmethodik (DoE)

Die Vorteile dieses zusatzlichen Versuchspunktes kénnen auch so interpretiert werden, dass bei 3
Punkten die Auswertung durch eine lineare Regression madglich ist, bei der durch die im Folgenden
beschriebenen Kennwerte auch die Giite der linearen Anpassung quantifiziert werden kann. Bei
lediglich 2 Versuchspunkten ware das nicht méglich, siehe dazu auch Kapitel 9.1.6.

Darlber hinaus ist es sinnvoll, die Qualitat der Regression durch folgende Kennwerte anzugeben
und quantitativ zu bewerten:

e Ein Ubliches Mal} stellt der RMS-Error Sg (root mean square error) dar, auch Standardfehler
bzw. Standardabweichung der Regression genannt. Dieser wird als Wurzel aus dem Mittelwert
der Residuenquadrate berechnet. Residuen sind die Abweichungen der ZielgréRe aus dem
Versuch zu der Prognose der Modellgleichung

H=Yi= Vi (6.25)

wobei y, = f(x,) den Wert der mittels Regression berechneten Funktion an der Stelle x;

bezeichnet, im Unterschied zum Versuchswert y; an dieser Stelle. Der RMS-Error ist somit eine
skalare GrofRe, welche alle Residuen zusammenfassend charakterisiert und als mittlere
Abweichung der gemessenen Zielgrolienwerte von der Regressionsfunktion zu verstehen ist. Ein
niedriger Wert ist ein Indiz dafir, dass die Regressionsfunktion gut in der Lage ist, die
Versuchsdaten zu beschreiben. Beim Standardfehler der Regression handelt es sich um eine
absolute GroRe, welche nicht direkt interpretiert werden kann, insbesondere dann nicht, wenn
keine friheren vergleichbaren Untersuchungen existieren. Abhilfe schafft hier ein anderer
wichtiger Kennwert, das sogenannte Bestimmtheitsmal3.

e Das BestimmtheitsmaR R® kann als jener Anteil der Streuung der ZielgréRRe interpretiert werden,
welcher durch die Regression ,erklart” wird, vgl. auch Kapitel 9.1.6 im Anhang. Hintergrund ist die
Tatsache, dass Zusammenhange, die nicht im Modell vorhanden sind (z.B. unbekannte
EinflussgroRen) auch nicht durch das Modell erklart werden kdnnen. Das Bestimmtheitsmaly
nimmt Werte zwischen 0.0 und +1.0 ein. Somit ist ein R? von oder nahe an 1.0 ein Zeichen dafir,
dass der Regressionsansatz geeignet war die Versuchsdaten zu erklaren.

e Alternativ dazu, kann auch der Korrelationskoeffizient R benutzt werden. R nimmt Werte
zwischen -1.0 und +1.0 ein, wobei beide Grenzwerte nur dann auftreten, wenn die Daten komplett
durch den Regressionsansatz erklart werden kénnen. Bei einer linearen Regression mussten alle
Versuchspunkte beispielsweise komplett auf einer geraden Linie liegen. Falls Abweichungen
davon auftreten muss beurteilt werden, wie gro® diese sind und welche Ursachen sie haben
koénnen. Denn ein Korrelationskoeffizient von oder nahe an 0.0 heif3t nicht automatisch, dass eine
hohe Streuung vorliegt, sondern, dass der Regressionsansatz nicht in der Lage war ausreichend
genau die Daten zu erklaren. Dies kann an der hohen Streuung liegen oder aber am Ansatz
selbst. So wird der Versuch eine im Versuchsraum symmetrisch liegende Parabel (also ein Ansatz
2. Ordnung) durch lineare Regression an eine Gerade anzunahern auch bei fehlender Streuung
mit einem R von 0.0 quittiert, vgl. dazu auch Kapitel 9.1.6 im Anhang.

6.3.2.2. Residuenanalyse

Die Residuen geben wichtige Hinweise zur Giite der Anpassung der Modellgleichung an die
Versuchsergebnisse. Sie charakterisieren die Abweichung zwischen den im Versuch ermittelten und
den Anhand der Modellgleichung prognostizierten Ergebnissen. Falls der Modellansatz gut geeignet ist
die Versuchsergebnisse zu beschreiben, missen diese Abweichung nur zufallig sein. Dies muss nach
jeder Regressionsanalyse Uberprift werden, wobei eine grafische Darstellung immer von Vorteil ist, da
sie unmittelbar pragnante Hinweise auf die diskutierten Zusammenhange gibt. Gute Software erlaubt
die Darstellung automatisch, vgl. auch Kap. 9.2. Folgende Auswertungen werden empfohlen:

e Residuen im Normalverteilungsplot: Diese Darstellung soll sicherstellen, dass die Residuen
normalverteilt sind, denn in diesem Fall liegen sie im Wahrscheinlichkeitsnetz naherungsweise auf
einer Geraden. Fallen deutliche Krimmungen auf, muss eventuell eine Transformation der
Variablen vorgenommen werden. Die Normalverteilung kann ggf. auch durch geeignete
statistische Tests untermauert werden.

e Residuen in Abhéangigkeit von der Versuchsnummer: Diese Auswertung soll die Frage
beantworten, ob ein Trend oder Sprung in den Versuchsergebnissen vorliegt. Auch hier muss
keine systematische Abhangigkeit existieren, die Residuen missen zufédllig in einem Band
streuen. Falls ein Trend existiert, kdnnen die Residuen z.B. systematisch zu- oder abnehmen.
Dies ware ein Anzeichen fur die Existenz nicht erfasster StérgréRen (z.B. Werkzeugverschleil3),
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welche das Ergebnis beeinflussen. Wichtig ist an dieser Stelle zu verstehen, dass ein solcher
Trend nur dann in den Residuen sichtbar wird, wenn eine zufillige Reihenfolge bei der
Versuchsdurchfiihrung (Randomisierung) verwendet wurde. Andernfalls wird der Trend der
Abhangigkeit der ZielgréRe von den Faktoren hinzugerechnet und ist nicht mehr in den Residuen
sichtbar.

99,9
994 b
.,
954
01 AusreiRer
804
E 704
O 604
S 504
& 407
304
204
10
5 H
[ ]
1 o
0,14+ T T T T T
5,0 -2,5 0,0 25 50 2
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3 41
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gl £ 2
> =}
3 3
g 0] g 1]
o o
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-3 21 . . . . .
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Bild 6.4: Oben: Residuen im Normalverteilungsplot bei normal-verteilten Daten mit Ausreif3er (links),
bzw. bei gleich-verteilten Daten im Bereich [-1,+1] (rechts). Unten: Residuen in Abhangigkeit von der
Versuchsnummer ohne Trend (links), bzw. mit Trend (rechts).

Residuen in Abhangigkeit von den Faktoren: Diese Auswertung dient der Uberpriifung, ob der
verwendete Modellansatz konsistent mit den Versuchsergebnissen ist. Dies kann prinzipiell auch
durch die Darstellung der ZielgroRe in Abhangigkeit der Faktoren analysiert werden,
beispielsweise kann die Validierung eines linearen Modellansatzes durch Vergleich mit
Versuchsergebnissen in der Mitte des Bereichs erfolgen. Allerdings sind die Residuen
normalerweise kleiner als die Zielgrofie, so dass eine Darstellung der Residuen in Abhangigkeit
von den Faktoren besser dafiir geeignet ist. Dabei ist darauf zu achten, dass keine systematische
Abhangigkeit existiert, sondern die Residuen zufallig in einem Band um die berechnete ZielgréRe
streuen.

Die Verteilung der Residuen auf der x-Achse spielt hingegen keine Rolle. Bei systematisch
geplanten Versuchen werden die Residuen nur an den im Versuch verwendeten Stufen des
Faktors vorliegen, bei ungeplanten Versuchen (oder Auswertung historischer Daten) werden die
Faktorwerte beliebig sein.

Residuen in Abhangigkeit der berechneten Zielgrd3e: Eine Voraussetzung fur die Anwendung
vieler statistischer Analysen ist die Forderung, dass die Standardabweichung nicht von der
Zielgrolle abhangt. Diese Voraussetzung kann tberprift werden, indem die Residuen gegenuber
der berechneten ZielgroRe aufgetragen werden. Falls diese nicht zuféllig in einem Band liegen,
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sondern ein Trend sichtbar ist (oft z.B. frichterférmige Zu- oder Abnahme) muss eine
Transformation der Variablen (z.B. logarithmisch) in Erwagung gezogen werden.
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Bild 6.5: Oben: Residuen in Abhangigkeit eines Faktors bei einem linearen Modell. Die Daten links
bestatigen den linearen Verlauf. Die Daten rechts weisen auf einen nicht-linearen Verlauf hin. Unten:
Residuen (Absolutwert) in Abhangigkeit von einer exponentiellen ZielgréRe, ohne log-Transformation
(links), mit log-Transformation (rechts).

6.3.2.3. Konfidenzintervall und Signifikanz von Regressionskoeffizienten

Die Koeffizienten des Regressionsmodells wurden anhand der Daten des Versuchs bestimmt, welche
einer Zufallsstreuung unterliegen. Somit ist anzunehmen, dass die Koeffizienten selbst Zufallsvariablen
sind. Man kann zeigen, dass unter bestimmten Voraussetzungen (sieche dazu Kapitel 9.1.6 im Anhang)
die mittels der Methode der kleinsten Quadrate bestimmten Werte eine gute Schatzung der wahren
Werte darstellen.

Mit dem Standardfehler des i-ten Regressionskoeffizienten S; kann mittels der Technik des Mittelwert-
vergleichs ein zweiseitiger Vertrauensbereich zum Vertrauensniveau (1 - o) angegeben werden, auf
Details der Herleitung wird an dieser Stelle jedoch verzichtet, vgl. dazu auch Kapitel 9.1.6 im Anhang.
Die Ergebnisse werden Ublicherweise zusammen mit den Werten der Koeffizienten dargestellt, siehe
Tabelle 6.6.

Die Vertrauensbereiche firr den Mittelwert der ZielgroRe 14 (x) hdngen von x ab und werden grafisch als
.frompetenartige Umhillende der Regressionskurve dargestellt. Die Signifikanz der berechneten
Steigung kann analog zum Vorgehen beim t-Test beurteilt werden, indem eine TestgrofRe berechnet
und mit tabellarischen Werten verglichen wird.
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Variable

Koeffizient

Std. Fehler

t-Wert

p-Wert

X1

by

S

1

Tabelle 6.6: Koeffiziententabelle einer Regression

Sowohl die Darstellung des Vertrauensbereichs des Mittelwertes als auch die Angabe eines
Vertrauensintervalls fir die Steigung machen deutlich, dass die berechnete Gerade nur eine
Schatzung der wahren aber unbekannten Gerade ist. Die Vertrauensbereiche stellen im Gewissen
Sinne die Fille méglicher Lagen der wahren Gerade dar. Bei der Interpretation muss beachtet werden,
dass eine signifikante Steigung nicht den Beweis liefert, dass die Abhangigkeit auch linear ist, lediglich
dafiir, dass ein linearer Anteil existiert. Die beschriebenen Sachverhalte werden im folgenden Bild 6.6
verdeutlicht. Weitere Details zu diesem Thema finden sich in [1].

U

»
»
»

A

ZielgroRRe
ZielgroRRe

®
<

Vertrauens-

luy(x) = a() + al X
bereich

» »

X Einflussgrofie Einflussgrofie

Bild 6.6: Vertrauensbereich des Mittelwertes bei einer linearen Regression (schematisch)

6.3.2.4. Schrittweise Regression

Bei der Schrittweise- (oder Stufenweise-) Regression wird die Regressionsanalyse iterativ in mehreren
Schritten wiederholt, wobei bei jedem Schritt Effekte und Wechselwirkungen, welche als nicht
signifikant eingestuft werden von dem Modell entfernt und die verbliebenen Freiheitsgrade zur
besseren statistischen Absicherung benutzt werden. Dies wird solange wiederholt, bis nur noch
signifikante Effekte und Wechselwirkungen im Modell verbleiben, welches dann die einfachst-mdégliche
Form besitzt.

Zu empfehlen ist folgende Vorgehensweise, vgl. auch [19], S.74:

e zunachst muss die Signifikanz héherer (z.B. quadratischer) Effekte Uberpruft werden, falls solche
im Modell enthalten sind. Diese kdnnen bei Bedarf als erstes entfernt werden.

e Danach kommen héhere Wechselwirkungen an der Reihe.

o Als letztes wird die Signifikanz der Zweifachwechselwirkungen und der Effekte Gberprift, wobei
die hierarchische Struktur des Modells beachtet werden muss. Ein Effekt muss demnach nur dann
entfernt werden, wenn auch alle Terme hoherer Ordnung sowie alle seine Wechselwirkungen
bereits entfernt wurden. Dies stellt die Invarianz des Modells gegen Reskalierung der
Einflussgréfen sicher.

Bei jedem Schritt der Regression, miissen die Anderungen des BestimmtheitsmaRes R* verfolgt
werden, R* muss im Laufe der Regression steigen.

6.3.3. Validierung durch Varianzanalyse

In den vorangegangenen Kapiteln wurde erlautert, wie durch eine auf den t-Test basierende
Vorgehensweise des Mittelwertvergleichs fur Plane von i-Faktoren auf 2 Stufen die Signifikanz der
Effekte beurteilt werden kann. Bei mehrstufigen Faktoren konnten im Rahmen einer
Regressionsanalyse ebenfalls auf dem t-Test basierende Signifikanzaussagen gemacht werden,
allerdings nur bei quantitativen Faktoren und quasi-linearen Abhangigkeiten. Die Varianzanalyse stellt
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nun ein Hilfsmittel dar, um Signifikanzaussagen auch fiir jene Falle machen zu kénnen, bei denen die
Technik des Mittelwertvergleichs versagt, typischerweise im Falle mehrerer Stufen eines qualitativen
Faktors. Da es sich hierbei um ein allgemeingiiltiges Vorgehen handelt, das bei statistischer Software
weit verbreitet ist, soll an dieser Stelle kurz darauf eingegangen werden. Weitere Hintergriinde zur
Varianzanalyse finden sich im Anhang und [27].

6.3.3.1. Einfache Varianzanalyse (ANOVA)

Einfach bedeutet in diesem Zusammenhang, dass mehrere Stufen eines einzigen Faktors betrachtet
werden. Dieses Vorgehen kann fir die Analyse eines Einfaktorversuchs auf mehreren Stufen
verwendet werden. Als erster Schritt in einem multifaktoriellen Versuch wird zunachst Uberpriift, ob die
Varianz der Ergebnisse in den Versuchszeilen sich signifikant von der Versuchsstreuung
unterscheidet, d.h. ob irgendein Faktor einen Einfluss auf die ZielgréRRe hat.

Wir betrachten folgenden Versuchsplan mit n Versuchsrealisierungen auf m Stufen:

Stufe Nr. | Ergebnisse y, Mittelwert 3, | Varianz s?
1 i Vigsee oV, N 512
2 Yo Voo Vo Vs 522
m yml'ymZ""'ymn ym Sri

Tabelle 6.7: Versuchsplan mit n Versuchsrealisierungen auf m Stufen.
Die einfache Varianzanalyse kann in drei Stufen durchgefiihrt werden:

1. Berechnung der mittleren Streuung der Einzelwerte (diese Grofle ist ein MaR fir die

Versuchsstreuung):
?j:izsf . (6.26)
m i=1l

2. Berechnung der Varianz der Mittelwerte

2 1 <
S5

2 __ = (yi _ J:;)Z mit y= 1 Z ¥, (Gesamtmittelwert). (6.27)
m—1 Mo

=N

ns

3. F-Test mit der Prifgrofe F=—=". (6.28)

2
N

Falls F grofer ist als der Schwellenwert F(f1,/>,99%) der im Anhang tabellierten F-Verteilung mit
den Freiheitsgraden fi=m-1, f,=(n-1)m, so liegt ein signifikanter Unterschied der Versuchs-
ergebnisse vor (n = Anzahl der Realisierungen pro Stufe, m = Anzahl Stufen).

Die Signifikanzaussagen kdnnen analog zum Mittelwertvergleich vom Intervall abhangig gemacht
werden, in dem sich die berechnete Prifgrofie befindet:

Untere Grenze Prufgréfe | Obere Grenze Bewertung
F< F(f;, 1,,99%) nicht signifikant
F(f1, 1,,99%) <F< F (1, 1,,99.9%) signifikant

F(f1,/,,99.9%) <F

hoch signifikant

Tabelle 6.8: Signifikanzbewertung durch F-Test
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6.3.3.2. Faktorielle Varianzanalyse

Mit der faktoriellen Varianzanalyse wird fur jeden Faktor eines multifaktoriellen Versuchsplans
entschieden, ob er einen signifikanten Einfluss auf das Versuchsergebnis hat. Folgende
Vorgehensweise bietet sich an:

1. Berechnung der Stufenmittelwerte des Faktors y,, i=1..m . In der Mittelwertbildung gehen alle

Versuchswerte mit ein, bei denen der ausgewertete Faktor die jeweilige Stufe aufweist. Alle
Ubrigen Faktoren sind somit mit Werten Uber alle Stufen in der Mittelwertbildung enthalten.

2. Berechnung der Versuchsstreuung E Dies ist die mittlere Varianz der Versuchspunkte mit
Mehrfachrealisierung.

3. Berechnung der Varianz sf der nach Punkt 1 berechneten Mittelwerte des Faktors.

ns

=N

4. F-Test mit der PrufgrofRe F = (6.29)

Sy
Falls die Prufgrofie F groRer ist als der Schwellenwert F(f3,/2,99%) der im Anhang tabellierten F-
Verteilung mit den Freiheitsgraden fi=m-1, f, so hat der Faktor einen signifikanten Einfluss auf

das Versuchsergebnis, mit » = Anzahl der Versuchswerte pro Stufe, m = Anzahl Stufen.

Die Signifikanzaussagen kdénnen von dem Intervall abhdngig gemacht werden, in dem sich die
berechnete Priifgrofie befindet, so wie in Tabelle 6.8 dargestellt.

6.3.3.3. Varianztabelle, multiple Varianzanalyse

Die Varianzanalyse kann als Zerlegung der Summe der quadratischen Abweichungen (S.d.q.A.) der
Einzelwerte vom Gesamtmittelwert in einem Anteil Oa und einem Rest Or aufgefasst werden, wobei
der erste Anteil durch die Stufen des Faktors erklart wird und der verbleibende Anteil fur die
Abschéatzung der Zufallsstreuung verwendet werden kann. Eine Ableitung der Zerlegung findet sich im
Anhang Kapitel 9.1.5, darauf soll hier nicht weiter eingegangen werden. Das Ergebnis der Zerlegung
wird Ublicherweise in einer Tabelle zusammengefasst, welche folgendes Aussehen hat:

Freiheitsgrad S.d.q.A Varianz F p-Wert
0 54
Faktor 4 | fa=m-1 =, On si==t=ns Fi== | pa
fA SRest
Q —
Rest fR = m(n—]) :fz QR Séesl :f_R = S)Z»
R
Gesamt f:fA+---+fR Q:QA+---+QR

Tabelle 6.9: MANOVA-Tabelle (» = Anzahl der Versuchswerte pro Stufe, m = Anzahl Stufen)

Die Signifikanzaussagen koénnen von dem Intervall abhdngig gemacht werden, in dem sich die
berechnete TestgroRe Fa befindet, so wie in Tabelle 6.8 dargestellt. Bei manchem statistischen Tool
wird zusétzlich zur TestgroRe Fa eine Gréle pa zur Beurteilung der Signifikanz angegeben, bei der gilt

Fy,=FQ-p,fif5)- (6.30)

Diese GroRe wird als ,Irrtumswahrscheinlichkeit® (Fehler 1. Art) interpretiert: je kleiner diese
Wahrscheinlichkeit ist, desto signifikanter wird der Einfluss des Faktors sein. Die Bewertung erfolgt
analog zu Testgrole Fa: ein signifikantes Ergebnis liegt vor, wenn pa < 1%, ein hoch-signifikantes,
wenn pa < 0,1%.

Wie in Tabelle 6.9 bereits angedeutet, kann die Zerlegung auch fir mehrere Einflussfaktoren und
Wechselwirkungen durchgefihrt werden, man spricht von einer multiplen Varianzanalyse. Die
mathematische Behandlung ist hier deutlich aufwendiger, lasst sich aber gut formalisieren, so dass
diese Analyse in den meisten statistischen Softwarepaketen mit enthalten ist.
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6.4. Grafische Darstellung

Die berechnete Modellgleichung und damit auch die Ergebnisse der Versuchsauswertung werden
Ublicherweise in einer grafischen Darstellung verdeutlicht. ZielgroRen, die von zwei oder mehr
Faktoren abhangig sind, werden meist in Form von Hdhenlinien, Kennfeldern und Kurvenscharen
dargestellt. Dieser Zusammenhang soll anhand der nachfolgenden Bilder veranschaulicht werden.

Im Bild 6.7 links ist die 3D-Darstellung eines ,Berges” wiedergegeben. Die Darstellung im Bild 6.7
rechts zeigt in einer ,Ansicht von Oben“ die Hohenlinien dieses ,Berges” wie sie auf topographischen
Karten zu finden sind. Im gezeigten Beispiel entspricht der Sprung von einer Linie zu einer
benachbarten Linie einem definierten Hohenunterschied von 20 Einheiten. Dicht beieinanderliegende
Hoéhenlinien bedeuten einen steilen Anstieg in einer Richtung senkrecht zu den Hoéhenlinien. Bleibt
man auf einer geschlossenen Héhenlinie, so bewegt man sich - bildlich gesprochen - in konstanter
Hohe um den Berg herum.

100 g

/7

Y 50

2240, 2 IIIII’
z:, lllll '

0,0 05 1,0 15 2,0 25

Bild 6.7: Funktionsverlauf in einer 3D- (links) und 2D-Darstellung (rechts)

Ldst man sich nun von dem Bild des ,Berges“ und betrachten statt seiner Hohe allgemein eine
Funktion y, die von den Variablen 4 und B abhangt: y = f(4,B). Diese Gleichung kann als Modell fiir
eine Zielgrofle y dienen, deren Wert durch die Einstellung der Einflussfaktoren 4 und B bestimmt wird.
Jeder Einstellung (4, B) entspricht dann ein Wert y.

120
120 I r
—-2
100 | e
[ B -
| - g@\ o q
- “ 05
80 | . R N
[ P > NI
P - N \,
p's NI
(65 /// \\ \,
> 60 — = AN
- - (/ | \ \\
7 ST BN \
A o \\\ \\\\
af — NN
— =
=T NN
g j’\/ === 29\\\‘ \\\ “\
L————— RN
~ \\\\\\
0 =
0 0,5 1 1,5 2

Bild 6.8: Parametrische Darstellung des Funktionsverlaufs aus Bild 6.7

Das Bild 6.8 zeigt eine weitere Darstellungsmdglichkeit flr diese Ergebnisse. Die Zielgrofle y ist als
Funktion von 4 mit B als festem Parameter aufgetragen, man spricht von einer ,parametrischen
Darstellung®. Die punktierten Kurven im Bild 6.8 links stellen jeweils die Funktion y bei festem B dar.
Sie sind sozusagen die Schnittlinien eines senkrechten Schnittes durch die Bergoberflache bei festem
B. Analog dazu stellen die punktierten Linien im Bild 6.8 rechts jeweils die Funktion y bei festem 4 dar.

Prinzipiell macht man sich diese Methoden auch zur Darstellung von Versuchsergebnissen zunutze.
Typische Darstellungen sind im Bild 6.9 wiedergegeben. Man unterscheidet drei Darstellungen:

e Beim Adjusted Response Graph wird der mittlere Effekt eines Faktors dargestellt. Damit ist
gemeint, dass die Effekte aller anderen Faktoren durch Mittelwertbildung eliminiert wurden. Falls
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der dargestellte Faktor signifikante Wechselwirkungen mit anderen Faktoren aufweist, kann diese
Darstellung irrefiihrend sein, da der dargestellte Verlauf stark von der jeweiligen Einstellung der
Ubrigen Faktoren abhangen kann.

o Der Predicted Response Graph ist eine parametrische Darstellung der Zielgrof3e in Abhangigkeit
eines Faktors bei fest vorgegebenen Einstellungen aller anderen Faktoren.

e Beim Interaction Graph wird jeder Faktor bei jeder Stufe aller Ubrigen Faktoren dargestellt.
Signifikante Wechselwirkungen konnen hier anhand eines nicht-parallelen Verlaufs der
Kurvenscharen erkannt werden. Der nicht-parallele Verlauf bedeutet, dass der Effekt eines
Faktors signifikant von der Einstellung eines anderen Faktors anhangt, was als Wechselwirkung
bezeichnet wird.

] I .
] IAdjusted Response Graphl

1
%] 0,57
O -
O > 4
3 ]
2] 07
© .
o ]
S -0,57
g ]
S ]
o -
N T | T | T | T | T | T | T | T | T | T T | T | T | T | T | T | T | T | T | T
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]
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A B
Bild 6.9: Typische Darstellungen der Versuchsergebnisse der Funktion y = 4° + B + AB

Fir die Kommunikation mit Kunden wird der ,predicted response graph“ empfohlen. Einzelne Effekte
kénnen hier diskutiert werden, ohne zu tief in DoE - spezifische Details einzutauchen.

Diese Darstellungsform ist auch dann verwendbar, wenn es sich bei einem (oder mehreren) der
untersuchten Faktoren nicht um eine quantitative, einstellbare Variable handelt, sondern um eine
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qualitative Variable mit festen Stufen (z.B. Material 1 - Material 2). Natirlich ist in diesem Fall eine
Interpolation von Zwischenwerten nicht sinnvoll.

Die graphische Darstellung des Versuchsraumes ist bei drei Einflussfaktoren in Form eines Wirfels
moglich. Jeder Eckpunkt entspricht dabei einer Stufenkombination der Faktoren 4, B und C. Bei mehr
als drei Faktoren koénnen lediglich zwei- oder dreidimensionale Projektionen des mehrdimensionalen
Versuchsraums dargestellt werden.

6.5. Interpretation der Ergebnisse

Die Ergebnisse mussen mit Fachexperten diskutiert, physikalisch interpretiert, und in Form eines
Vergleichs mit dem erwarteten Ergebnis plausibilisiert werden. Unerwartete Ergebnisse sind immer ein
Grund fur weitere Nachforschungen und eine Erweiterung des Wissens, beispielsweise um
unbekannte Einflussfaktoren oder Wechselwirkungen zu finden. Generell darf man keinem Ergebnis
trauen, welches man nicht versteht.

Zunachst muss Uberprift werden, welche Faktoren den grofdten signifikanten Einfluss auf die
Zielgrofle haben, dies sind die Faktoren mit den grofiten Effekten. Falls eine Veranderung (z.B.
Optimierung) der ZielgréRe erwiinscht ist, missen genau diese Faktoren dafir verwendet werden.
Falls die ZielgréfRe jedoch moglichst konstant oder in engen Grenzen gehalten werden muss, missen
besondere Anstrengungen unternommen werden um genau diese Faktoren konstant zu halten oder
deren Streuung zu begrenzen. Es ist allerdings zu betonen, dass die Effekte mal3geblich von der Wahl
der Variationsbereiche der Faktoren abhangen. Insofern kann ein kleiner Effekt daran liegen, dass der
Variationsbereich des Faktors zu klein war.

GroRere Effekte duflern sich bei einem linearen Ansatz in einer groReren Neigung der Effekt-Geraden.
Sofern sich die Faktoren additiv verhalten, ergibt sich ein paralleler Verlauf der Kurven eines Faktors
bei allen Einstellungen der Ubrigen Faktoren. Hangt dagegen der Effekt eines Faktors von der
Einstellung (der Stufe) eines anderen ab, so liegt eine Wechselwirkung dieser beiden Faktoren vor, sie
verhalten sich nicht additiv. Die Effekt-Gerade des Faktors weist unterschiedliche (auch gegenlaufige)
Steigungen auf, je nach Einstellung der Ubrigen Faktoren.

Falls signifikante Wechselwirkungen ermittelt wurden bedeutet dies, dass alle in der Wechselwirkung
vorkommenden Faktoren zusammen betrachtet werden missen. Der Einfluss der Wechselwirkung
kann dazu fuhren, dass sich der Effekt eines Faktors verstarkt, vermindert oder sogar umkehrt. Es
durfte darum intuitiv klar sein, dass eine Vernachlassigung der Wechselwirkung zu vollig falschen
Ergebnissen bzw. Schlussfolgerungen filhren kann. Dariber hinaus kann bei vorliegender starker
Wechselwirkung 4B der mittlere Effekt beider Faktoren 4 und B Null werden, obwohl jeder Faktor
durchaus grof3en Einfluss besitzen kann. Bei Versuchsplanen mit mehr als 2 Faktoren kénnen auch
héhere Wechselwirkungen auftreten. Dreifach-Wechselwirkungen bedeuten z.B., dass eine
Kombination von 2 Faktoren auf einen dritten Faktor einen Einfluss hat etc. Hoéhere
Wechselwirklungen haben selten einen gro3en Einfluss und sind generell schwer zu interpretieren. Sie
kénnen sich z.B. in der Krummung der Zielfunktion eines Faktors 4 bemerkbar machen, welche von
der Einstellung eines anderen Faktors B abhangt. Dieses Verhalten kann nur dann erfasst werden,
wenn ein Wechselwirkungsterm 4°B in dem Modell aufgenommen wird.

BeispieL: Wir betrachten als Beispiel einen Plan mit 2 Faktoren auf zwei Stufen und folgenden Ergebnissen:

Nr. A B AB vy
1 : : - i
2 - : - 7,
3 - + - Vs
4 + + + V4

Tabelle 6.10: Versuchsplan mit 2 Faktoren auf zwei Stufen
Die Effekte der Faktoren konnen berechnet werden als (vgl. auch Kapitel 6.2.3):

Z)_}(AJ z)_)(A*) yz+)_’4 yl+y3
R e
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Zf(BJ Zy(B*) f3+f4 E"‘yz
Ap = T = S S (6.31)
2 UB) Y TUB) 545, 3,47
B = k1 - k1 = o 9
Die graphische Darstellung der Effekte ist fiir das Beispiel des Zweifaktorenversuchs im Bild 6.10 gezeigt.
Y A Y oa
Vi Vyrfrmmmm e
B
5] ) BTttt S » Effekt (B)
|
Yy - 752 S : l
________ fo—_X.
Vi Vi—f-——- |
! :
R ! | R
» . r >
A, A Faktor 4 B, B, Faktor B

min max min max

Bild 6.10: Graphische Darstellung der Effekte in diesem Beispiel
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Aus obiger Darstellung ist ersichtlich (gleiche y-Skalierung in beiden Bildern vorausgesetzt), dass Faktor B
einen gréRBeren Effekt auf die ZielgroRe hat, als Faktor A. AuRBerdem ist eine deutliche Wechselwirkung
zwischen beiden Faktoren zu sehen, da die Neigung der Geraden eines Faktors offensichtlich von der
Einstellung des jeweils anderen Faktors abhangt.

6.6. Schlussfolgerungen und weiteres Vorgehen

Nachdem das Modell berechnet und validiert sowie die Ergebnisse dargestellt und interpretiert wurden,
sind Schlussfolgerungen aus den Untersuchungen zu ziehen. An dieser Stelle kann auch die
Erreichung des Versuchsziels bewertet werden.

Falls Ergebnisse nicht plausibel oder zufriedenstellend sind, kénnen eventuell weitere Untersuchungen
durchgefiihrt werden, wie z.B. Versuche mit weiteren Faktoren, Faktorstufen, Faktorstufen-
kombinationen oder Zielgrofien. Gegebenenfalls ist auch ein erweitertes Modell zu betrachten.

Nicht zuletzt muss eine zusammenfassende Dokumentation und ein Wissenstransfer erfolgen.
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7. Anwendungen

Ziel der in Kapitel 6 dargestellten Auswertung war die Anpassung des Modellansatzes an die
Versuchsergebnisse. In diesem Kapitel werden kurz die wichtigsten Anwendungen fir das Modell
dargestellt, welche einen Erkenntnisgewinn Uber das reale System mittels Simulation ermdglichen.

7.1. Prognose

Nachdem ein validiertes Modell vorliegt, besteht die einfachste Aufgabe darin, den Wert der ZielgréRe
bei vorgegebenen Werten der Faktoren zu berechnen, d.h. das Verhalten des realen Systems in
Abhangigkeit der Einflussgro3en zu prognostizieren.

Dabei ist zu beachten, dass die Prognose bei black-box-Modellen sinnvollerweise nur als Interpolation
vorzunehmen ist. Extrapolationen kénnen zu komplett falschen Aussagen fluhren, da keinerlei
experimentelle Information Uber das Verhalten der ZielgroRe auRerhalb des untersuchten
Versuchsraums vorliegt.

7.2. Optimierung

Eine weitere wichtige Aufgabe eines Modells besteht darin, eine Optimierung der Zielgrofle zu
ermoglichen. Es handelt sich hierbei um die der Prognose komplementaren Aufgabe: es sollen jene
Einstellungen der Faktoren gefunden werden, bei denen die Zielgréllen vorgegebene Werte
annehmen. Hierbei handelt es sich oft um Maxima oder Minima. Gegebenenfalls sind auch
Randbedingungen vorgegeben, welche nicht verletzt werden dirfen. Die Einflussfaktoren werden hier
Ublicherweise als Designvariablen bezeichnet.

Fir die Optimierung kénnen unterschiedliche Strategien angewendet werden:

a) Werden Faktorstufenkombinationen nach einem bestimmten Schema generiert, kdnnen
deterministische Verfahren verwendet werden. Werden sie =zufdllig ausgewahlt kommen
stochastische Verfahren zum Einsatz. Typische Vertreter der deterministischen Verfahren sind der
Simplex-Algorithmus und die gradientbasierten Verfahren. Bei den stochastischen Verfahren sind
vor allem der Genetische Algorithmus (GA) und die Evolutiondre Strategie (EV) sowie die
Kunstlichen Neuronalen Netze (KNN) zu erwdhnen.

b) Es koénnen Verfahren danach unterschieden werden, ob fur die Berechnungen nur die zu
optimierende Funktion oder auch deren 1. Ableitung oder gar zusatzlich deren 2. Ableitung
erforderlich ist. Hintergrund ist die Tatsache, dass die Berechnung von Ableitungen aufwendig bis
unmdglich sein kann. Typische Vertreter der ersten Kategorie sind alle stochastischen Verfahren
sowie das Simplex-Verfahren. Eine erste Ableitung der Funktion in Form eines Gradienten
bendtigt hingegen das klassische Gradientenverfahren. Das quasi-Newton-Verfahren bendtigt
sogar die zweite Ableitung der Funktion, hier gibt es allerdings Varianten welche ohne diese
auskommen.

¢) Manche Verfahren kommen flir eine modellbasierte, andere fur eine versuchsbasierte
Optimierung in Frage und es gibt auch welche, die in beiden Fallen angewendet werden kdénnen.
Versuchsbasierte Verfahren bendtigen nur die Ermittlung der wahren Antwort des Systems bei
diskreten Einstellungen der Einflussgroen. Diese Systemantwort kann direkt durch Versuche
ermittelt werden. Modellbasierte Verfahren hingegen setzen zunachst die Berechnung einer
Modellgleichung voraus, d.h. die wahre Antwort des Systems aus dem Versuch wird zunachst
durch eine Naherung, genannt Antwortflaiche (Response-Surface) approximiert. Anschlielend
wird eine Optimierung der Naherung durchgefihrt. Diese Verfahren werden oft Response-
Surface-Methoden genannt. Fir versuchsbasierte Optimierung kommen alle Verfahren wie z.B.
die Simplex-Methode in Frage, welche nur Funktionswerte an diskreten Stellen des
Versuchsraums bendtigen. Sind hingegen Ableitungen wie bei den gradientbasierten Verfahren
erforderlich, muss zunachst eine Modellgleichung aufgestellt werden mit deren Hilfe die
erforderlichen Gradienten berechnet werden kdnnen. Alternativ kdnnen Gradienten allerdings
auch durch Differenzialquotienten angenahert werden, dadurch wére nur die Ermittlung von
Funktionswerten erforderlich.

d) Je nachdem, ob fur eine modellbasierte Optimierung eine globale oder eine lokale (eventuell
iterativ zu verbessernde) Modellgleichung verwendet wird, werden Response-Surface-, bzw.
Adaptive-Response-Surface-Methoden unterschieden. Global bedeutet in diesem
Zusammenhang, dass die Modellgleichung den gesamten Versuchsraum abdeckt. Lokale Modelle
decken hingegen nur Teilbereiche des Versuchsraums ab.

© Robert Bosch GmbH | Stand 10.2010 54


http://rb-socos-c.de.bosch.com/SOCOS/qr/?file=CGP-01900-011_BBL_N_DE_2010-10-01.pdf

)
(@]
O
(@]
[%2]
©
<
<
<
S
N
o
(9]

Versuchsmethodik (DoE)

e) Manchmal muissen nicht nur eine, sondern mehrere Zielfunktionen optimiert werden. Dies kann
dadurch auf den einfachen Fall zurlickgeflihrt werden, dass alle Zielfunktionen gewichtet und
superponiert in einer neuen Zielfunktion zusammengefasst werden. Nachteil dieser
Vorgehensweise ist, dass willkirliche Gewichtungsfaktoren benétigt werden, welche den
~,Kompromiss“ zwischen den einzelnen ZielgréRen eindeutig festlegen. Manchmal ist es aber
erforderlich, alle Kombinationen von Einflussgrolen im Versuchsraum zu finden, welche
~gleichwertig“ sind, d.h. dass keine Verbesserung einer Zielgrofe ohne die Verschlechterung einer
anderen moglich ist. Aus dieser Menge kann anschlielend anhand weiterer Kriterien ein
geeignetes Optimum ermittelt werden. Diesem Ansatz widmet sich die Pareto-Optimierung.

Im Folgenden werden einige der erwahnten typischen Verfahren néher erldutert, fur eine detaillierte
Beschreibung wird auf die einschlagige Literatur verwiesen. Nachdem mit einem geeignet Ansatz ein
Optimum gefunden wurde, muss in der Regel auch ein Validierungsversuch durchgefiihrt werden,
welcher die Ergebnisse der Optimierung bestatigt.

7.2.1. Gradientbasierte Verfahren

Die am haufigsten verwendete Vorgehensweise wird eine modellbasierte Optimierung sein, z.B. durch
ein Gradientenverfahren. Hierbei missen mindestens quadratische Ansatze verwendet werden, da
das Extremum eines linearen Ansatzes stets auf dem Rand des Versuchsraums liegt und nicht
geeignet ist, eine Antwortflache mit einem innerhalb des Versuchsraums liegenden Extremum
angemessen anzunahern. Im linearen Fall kdnnen viel einfachere Ansatze der sogenannten linearen
Programmierung verwendet werden.

Beim klassischen Gradientenverfahren handelt es sich um ein grundlegendes Verfahren der
nichtlinearen Optimierung, welches wie die meisten Verfahren auf einer lokalen Suche basiert. Eine
nichtlineare Funktion kann mehrere lokale Extrema besitzen und das Optimierungsverfahren wird
eines davon identifizieren. Dieses lokale Extremum muss aber nicht zwangslaufig auch das globale
Optimum darstellen. Dies ist auch einer der grof3ten Nachteile gradientenbasierter Verfahren. Ausweg
aus dieser Situation bietet die mehrmalige Wiederholung des Verfahrens mit unterschiedlichen
Startwerten.

Das Gradientenverfahren basiert auf der Tatsache, dass der Gradient einer skalaren Funktion ein
Vektor ist, welcher die Richtung des steilsten Anstiegs in der gegenwartigen Position vorgibt und
dessen Lange ein Mal fur die Steigung an dieser Stelle ist. Diese Richtung, welche immer senkrecht
zu den Hoéhenlinien der Funktion liegt, muss man einschlagen, wenn man schnellstmdglich zum
Maximum der Funktion gelangen méchte. (Im Ubrigen gelten die folgenden Uberlegungen auch fir die
Suche eines Minimums, die Methode kann analog angewendet werden.) Da der Gradient eine lokale
Grofde ist und von Ort zu Ort variiert, ergibt sich eine iterative Vorgehensweise, bei der in der
aktuellen Position der Gradient berechnet und damit die Richtung des Aufstiegs bestimmt wird und
anschlie3end ein Schritt in diese Richtung getan wird, bevor in der neuen Position erneut der Gradient
berechnet und das Vorgehen wiederholt wird. Fir die Bestimmung der Schrittweite gibt es
verschiedene Ansatze, eine sinnvolle Vorgehensweise ist, den Schritt umgekehrt proportional zum
Gradientenbetrag zu wahlen, so dass der Schritt je kleiner ausfallt, je steiler der Anstieg ist. Die Suche
ist beendet, wenn im Rahmen der vorgegebenen Genauigkeit kein benachbarter Ort gefunden wird,
welcher hoher als die momentane Position liegt — das Maximum ist damit gefunden.

Bild 7.1: Gradientenverfahren
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Dieses Verfahren ist eines der am weitesten verbreiteten Optimierungsalgorithmen, denn es
konvergiert sehr schnell gegen ein lokales Extremum. Nachteile des Verfahrens sind, dass
Konvergenz-Schwierigkeiten auftreten, sobald die Antwortflaiche durch das Auftreten von Storfaktoren
verrauscht ist. Eine weitere Einschrankung ist, dass nur glatte Funktionen mit wohldefiniertem Gradient
und damit nur kontinuierliche (quantitative) Designvariablen behandelt werden kénnen. Daraus ergibt
sich auch der typische Einsatz dieses Verfahrens bei der modellbasierten Optimierung von Zielgréen
welche mittels Computerexperimenten bestimmt werden, wobei oft ein FEM-Programm als Solver
dient.

Ein ahnliches Verfahren, welches auch fir eine experimentelle Optimierung geeignet ist, ist die
Methode des steilsten Anstiegs. Die Grundidee hier ist, den Gradienten der Funktion
naherungsweise aus dem Differenzenquotienten der ZielgroRe beziiglich der Designvariablen zu
bestimmen, so dass keine globale Antwortflaiche vorliegen muss. Das Vorgehen besteht darin, im
Ausgangspunkt einen typischerweise vollfaktoriellen Plan auf zwei Stufen aufzulegen und daraus die
Richtung des steilsten Anstiegs (bzw. Abfalls) naherungsweise zu bestimmen. Gegebenenfalls kénnen
auch bei mehr als 5 Faktoren teilfaktorielle Plane verwendet werden. In dieser Richtung werden nun in
gewissen Schritten Einzelversuche solange durchgefiihrt, bis es wieder zu einem Abstieg kommt. An
dieser Stelle wird erneut ein Versuchsplan aufgestellt und das Vorgehen solange wiederholt, bis ein
lokales Maximum (bzw. Minimum) im Rahmen einer vorgegebenen Genauigkeit gefunden wurde. In
der Nahe des Optimums muissen Versuchsplane fiur nichtlineare Zusammenhange verwendet werden,
damit dessen Position auch genau genug bestimmt werden kann.

Bild 7.2: Methode des steilsten Anstiegs

Eine an den Anforderungen der Fertigung angepasste Variante der Methode des steilsten Anstiegs
sind die sogenannten Evolutionary Operations (EVOP). Das Verfahren wird in der laufenden
Fertigung verwendet, deshalb sind die Variationsbereiche der Faktoren kleiner und das generelle
Vorgehen vorsichtiger. Kernidee von EVOP ist, dass im Rahmen der standigen Verbesserung der
Produktion gleichzeitig produziert und optimiert werden kann. Das Vorgehen wird in [1] ndher erlautert.

7.2.2. Simplex Verfahren

Grundidee des Simplexverfahrens ist, die Richtung fiir eine Verbesserung in der gegenwartigen
Position ohne Gradientberechnung direkt aus einem Versuch mit moglichst wenigen
Faktorstufenkombinationen zu bestimmen. Der Vorschlag dabei ist, bei & Faktoren eine Struktur, den
so genannten Simplex, aus k+1 Kombinationen zu verwenden. Bei 2 Faktoren ist dies ein Dreieck.

Das Vorgehen besteht aus folgenden Schritten, vgl. [2], S.308f:

e Zunachst werden im aktuellen Arbeitspunkt die Versuchsergebnisse in den Ecken des Simplex 1
bestimmt.

o Der Punkt mit dem schlechtesten Ergebnis wird an der durch die restlichen Punkte bestimmten
Hyperebene (Gerade bei 2 Faktoren) gespiegelt, so entsteht eine neue Faktorstufenkombination.
Diese bildet mit den restlichen Punkten des alten Simplex 1 einen neuen Simplex 2 usw.

e So wird das Ergebnis Schritt fiir Schritt verbessert. Das Vorgehen wird solange wiederholt, bis das
angestrebte Optimum gefunden wurde.

Die Vorteile dieses einfachen Vorgehens bestehen darin, dass keine aufwendige Auswertung
erforderlich ist (insbesondere keine Gradientenbestimmung) und das jeder weitere Arbeitspunkt besser
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ist als der aktuelle, so dass man immer mit einer Verbesserung rechnen kann, egal wie weit man sich
vom tatsachlichen Optimum befindet. Diese Vorteile machen das Verfahren besonders beliebt in der
experimentellen Optimierung.

Demgegenuber stehen allerdings auch gewisse Nachteile:

e Das Verfahren funktioniert wie beschrieben nur, falls die Effekte deutlich gréRer sind als die
Streuung. Falls verrauschte Antwortflachen vorliegen kann eine Mehrfachrealisierung als Abhilfe
verwendet werden, allerdings wird das Verfahren dann schnell aufwendig, da keine
Mehrfachverwendung der Versuche méglich ist.

e Das Verfahren konvergiert schlecht in der Nahe des Optimums, was flr ein Optimierungsverfahren
zunachst unerwartet erscheint. Eine Analyse zeigt jedoch, dass das Verhalten dort nichtlinear ist,
so dass der Simplex keine wesentliche Verbesserung der Zielgrofle liefern kann.

o Der Simplexalgorithmus ist auch nicht anwendbar bei der Optimierung mit mehreren Zielgrofen.

Bild 7.3: Simplex Verfahren

7.2.3. Evolutionare Algorithmen

Diese stochastischen Optimierungsverfahren wurden fir solche Falle entwickelt, bei denen
gradientenbasierte Optimierungsverfahren mehr oder weniger groRe Konvergenzschwierigkeiten
aufweisen. Dementsprechend kdnnen sowohl stark verrauschte Antwortflachen, sowie qualitative und
quantitative Designvariablen behandelt werden. Es handelt sich dabei auflerdem um globale
Suchverfahren, welche tatsachlich die globalen Optima unter vielen lokalen Extrema ermitteln konnen.
Eine Berechnung der Antwortflache ist dabei nicht erforderlich, diese wird lediglich an diskreten Stellen
durch Einzelversuche ermittelt.

Die Ansatze orientieren sind stark am Naturprinzip dass ,nur die Angepassten Uberleben werden®,
denn die Natur muss ebenfalls dem Problem grofdter Variabilitdt ohne aufwéandige
Berechnungsansatze begegnen. Der Preis, der dafir bezahlt wird ist die Konvergenzgeschwindigkeit,
d.h. diese Verfahren brauchen fir die Suche eines Extremums in der Regel deutlich Ianger.

Details Uber eine konkrete Implementierung finden sich in [20].

7.3. Robustheit- und Zuverlassigkeitsanalysen

BES-PE-Glossar (Ausgabe 3-2009/11): Robustheit ist die Fahigkeit eines Systems, seine Funktion
auch unter veranderlichen Randbedingungen beizubehalten.

Solche Randbedingungen sind typischerweise zufallig streuende geometrische Groften wie Form- und
Lagetoleranzen, Materialparameter wie E-Modul, Umgebungsbedingungen wie Temperatur und nicht
zuletzt streuende Lasten. Die Wirkung dieser streuenden Parameter auf designrelevante ZielgréRen
wird allgemein mit einer Robustheitsanalyse bewertet. Sie ist integraler Bestandteil der
Designgestaltung in der Konzept- und Entwurffase.

Die zentrale Frage welche im Rahmen einer Robustheitsanalyse gestellt wird ist, inwieweit streuende
EinflussgréRen die ZielgroRe beeinflussen kénnen. Ein Prozess ist robust, wenn dessen Zielgrofien
moglicht wenig von unvermeidbaren Schwankungen in den Einfluss- und eventueller Stérgréfien
abhangen. Analog ist das Versténdnis von robusten Produkten, deren Eigenschaften méglichst wenig
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von den Fertigungs- und Einsatzbedingungen abhangen sollen. Dabei konnen unterschiedliche
Parameter die Robustheit deutlich beeinflussen, so dass gewisse Einstellungen flr die Streuung der
Zielgrofie glinstig und andere wiederum ungiinstig sein kénnen. Bei der Robustheitsoptimierung geht
es letztendlich darum, glinstige Werte fiir jene Einflussparameter zu finden, welche deutlichen Einfluss
auf die Streuung haben, ohne den Mittelwert des Prozesses zu verandern.

Die prinzipiellen Zusammenhange sind im Bild 7.4 verdeutlicht. Im Bild links ist eine nichtlineare
Abhangigkeit der ZielgroRe von einem Faktor 4 dargestellt. Héhere Werte des Faktors vermindern
offensichtlich die Streubreite der ZielgroRe und sind somit fir die Robustheit glnstig. Allerdings
verschiebt sich der Mittelwert der Zielgrolle mit steigendem A4 ebenfalls deutlich, was den
Designanforderungen widersprechen kann. Im Bild 7.4 rechts ist die Abhangigkeit der Zielgrofie von
zwei Faktoren 4 und B dargestellt, welche eine deutliche Wechselwirkung aufweisen. Durch eine
glnstige Einstellung des Faktors B auf der Stufe B(-) kann nun die Zielgrole wesentlich robuster
gegeniber dem Einfluss des Faktors 4 gemacht werden, als bei der Einstellung B(+), ohne dabei den
Mittelwert der ZielgroRe zu verandern. Wechselwirklungen spielen also bei der Robustheitsoptimierung
eine ganz wesentliche Rolle.

»
»
>
|

Zielgrole
ZielgroRe

i

>
>

>

>
>

EinflussgroRe 4 EinflussgroRe A4

Bild 7.4: Robuste Prozesse (fette Linie) im Vergleich zu weniger robuste Prozesse (diinne Linie)
Eine Robustheitsanalyse wird typischerweise in drei Schritten durchgefihrt:

e Zunachst werden jene Parameter bestimmt, welche einen besonders hohen Einfluss auf
designrelevante ZielgréRen haben und somit in engen Toleranzgrenzen gefiihrt werden missen
um die Streuung der ZielgroRe einzuschranken. Diese kénnen entweder aus bekannten
Wirkzusammenhangen zwischen Einfluss- und ZielgréRen abgeleitet oder durch experimentelle
Sensitivitatsuntersuchungen (vgl. auch Kapitel 8) bestimmt werden.

e Den Kern der Analyse bildet die quantitative Bewertung der Robustheit des Designs durch
Berechnung der Verteilung der ZielgréRe in Abhangigkeit der bekannten Verteilungen relevanter
EinflussgroRen. Als MaR fir die Robustheit wird Ublicherweise der Anteil zulassiger unter allen
moglichen Zustanden verwendet, welcher aus der Verteilung der Zielgrofie innerhalb der aus den
Anforderungen abgeleiteten Toleranzen abgeleitet werden kann. Als robust werden z.B. in [20]
jene Designs bezeichnet, bei denen das Intervall der Zielgrofe 4+20, innerhalb der
Toleranzanforderung liegt, vgl. [20], S. 236.

o AnschlieBend kann ggf. eine Optimierung des Designs im Hinblick auf Robustheit erforderlich
werden, bis die gestellten Anforderungen erfullt sind.

Die Verfahren zur Analyse von Robustheit und Zuverlassigkeit &hneln sich in dem Sinne, dass beide
Verfahren den Anteil zuldssiger unter allen moglichen Zusténden bewerten. Der Unterschied besteht
aus Sicht der Berechnung darin, dass bei der Robustheitsanalyse relativ haufige Ereignisse auftreten,
welche bei implizit vorgegebenen Abhangigkeiten zwischen Ziel- und Einflussgréen mit Hilfe der
klassischen stochastischen Samplingmethoden (z.B. Monte-Carlo oder Latin-Hypercube, vgl. auch
Kapitel 8) behandelt werden kénnen. Bei der Zuverlassigkeitsanalyse werden hingegen sehr seltene
Ereignisse betrachtet, welche den Einsatz spezieller Verfahren erfordern und hier nicht weiter
betrachtet werden sollen. Weitere Details zu diesem Thema finden sich in [22] Kapitel 7 und 8.
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8. Weiterfiihrende Ansatze

8.1. Teilfaktorielle Plane

Teilfaktorielle Plane werden hauptsachlich verwendet, um bei Fragestellungen, bei denen relativ wenig
Uber die Wirkzusammenhange bekannt ist, aus einer Menge von potentiell relevanten Faktoren jene
mit der hdchsten Wirkung auf die ZielgréRe zu bestimmen. Man spricht in diesem Zusammenhang
auch von ,Screening“-Untersuchungen. In zweiter Linie sind solche Plane auch geeignet, den
Versuchsaufwand bei Untersuchungen mit mehreren Faktoren im begrenzten Umfang zu reduzieren.

8.1.1. Motivation

Betrachten wir zunachst Aufgabenstellungen mit 3, 5 und 8 Faktoren auf jeweils 2 Stufen und
analysieren wie viele von den Termen eines kompletten multilinearen Ansatzes die Haupteffekte sowie
die 2-fach, 3-fach und héheren Wechselwirkungen (WW) beschreiben. Unter den Termen ist zusétzlich
auch eine freie Konstante, welche nicht explizit aufgefihrt wird.

Anzahl Terme
Faktoren Summe | Haupt 2-fach- 3-fach und
Effekte ww héhere WW
3 8 3 3 1
5 32 5 10 16
8 256 8 28 219

Tabelle 8.1: Anzahl Effekte und Wechselwirkungen in Abhangigkeit der Faktoranzahl

Wie aus Tabelle 8.1 ersichtlich, steigt der Anteil hdéherer Wechselwirkungen mit steigender
Faktorenanzahl stark an. Bei einem Plan mit 8 Faktoren auf 2 Stufen mit m=2°=256 Termen sind
bereits ein Grofdteil davon, namlich 219, hdhere Wechselwirkungen, bei denen vermutlich nur ein
Bruchteil tatsachlich als Effekte héherer Ordnung eine Rolle spielen wird. Es ist klar, dass auch
genauso viele Versuche eines vollfaktoriellen Plans zu deren Bestimmung erforderlich waren, so dass
der Versuchsaufwand mit steigender Faktorenanzahl zunehmend zur Bestimmung hd&herer
Wechselwirkungen verwendet wird.

Die Idee der teilfaktoriellen Plane ist nun anstelle einiger dieser hoheren Wechselwirkungen weitere
Faktoren zu untersuchen und dabei die Anzahl der Versuche nicht zu erhéhen.

8.1.2. Effekte und Vermengungen

Betrachten wir dazu ein Beispiel mit 2 Faktoren auf 2 Stufen. Der multilineare Ansatz enthalt
insgesamt 4 Terme, inklusive einer 2-fach-WW:

y=by+bx +b,x, +bxx, . (8.1)

Es sind somit auch 4 Versuche erforderlich, um die unbekannten Koeffizienten eindeutig zu
bestimmen. Diese konnen in einem vollfaktoriellen Plan durchgefihrt werden. Die Idee eines
teilfaktoriellen Plans ist nun, anstelle der 2-fach-WW einen dritten Faktor zu untersuchen und dafur
folgenden Ansatz zu verwenden:

Y =by+bx; +b,x, +byx, . (8.2)

Vor allem sollen wieder nur 4 Versuche verwendet werden, um die 4 unbekannten Koeffizienten des
Ansatzes zu bestimmen. Dieser teilfaktorielle Plan wird (iblicherweise mit 2*' bezeichnet und soll
verdeutlichen, dass 3 Faktoren mit den Versuchen eines 2-faktoriellen Plans untersucht werden sollen.

Allerdings sieht der vollstandige multilineare Ansatz mit drei Faktoren wie folgt aus:
V= Ay + QX + AyX, + Ay + Xy Xy + Q13X Xg + ApgXpXa + A153X X, Xy - (8.3)

Dieser enthalt 8 Koeffizienten die 8 Versuche zu deren Bestimmung erfordern. Welche Konsequenzen
die Verwendung von weniger als 8 Versuchen hat, soll am Beispiel des teilfaktoriellen Plans 2%
erlautert werden.
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Die Planmatrix des vollfaktoriellen Plans 2° ist unten angezeigt. Da fir unseren teilfaktoriellen Plan
2" nur 4 Versuche zur Verfligung stehen, sollen nur die ersten 4 Versuche dafiir verwendet werden.

A B C AB AC BC ABC
1 - - + + - - +
2 + - - - - + +
3 - + - - + - +
4 + + + + + + +
5 - - - + + + -
6 + - + - + - -
7 - + + - - + -
8 + + - + - - -

Tabelle 8.2: Planmatrix eines vollfaktoriellen Plans 23

Die Spalten der zugehdrigen Wechselwirkungen 4B, AC, BC und 4BC lassen sich als Produkt der
entsprechenden Spalten fir 4, B und C berechnen. Vergleicht man diese Spalten, so zeigt sich, dass
AB mit C, AC mit B und BC mit 4 jeweils Ubereinstimmt. Im vollfaktoriellen Plan wirde der Unterschied
erst durch hinzuziehen der Ergebnisse aus den Versuchen 5 bis 8 erfolgen, welche hier nicht
durchgefiihrt werden. Dementsprechend sind die Spalten 4 und BC, B und AC, C und 4B in der
Auswertematrix nicht unterscheidbar. Man sagt, der Faktor 4 ist mit der Wechselwirkung BC vermengt,
gleiches gilt fur den Faktor B und der Wechselwirkung 4C sowie fur den Faktor C und der
Wechselwirkung 4B. Darlber hinaus muissten in der Auswertematrix eine weitere Spalte aufgeflhrt
werden, aus der die Vermengung zwischen Absolutglied und der Dreifachwechselwirkung ABC deutlich
wird, darauf wird aber der Einfachheit halber hier nicht naher eingegangen.

Es ist also nicht mdglich, beispielsweise den Effekt des Faktors A4 getrennt vom Effekt der
Wechselwirkung BC zu berechnen, was einen wesentlichen Nachteil darstellt. Fehlende Versuche
fihren also zur Vermengung mit dem Risiko der Fehlinterpretation. Insbesondere kdénnen
entgegengesetzte Effekte und/oder WW eliminiert, Scheineffekte vorgetauscht oder auch tatsachlich
vorliegende Haupteffekte kompensiert werden. Falls aus Ubergeordneten (z.B. physikalisch
begriindeten) Uberlegungen entschieden werden kann, welcher der vermengten Effekte das Ergebnis
bestimmt, hat man das gewtlnschte Ergebnis und gleichzeitig Versuche eingespart. Sind die
Uberlegungen falsch oder man ignoriert die Vermengung, hat man ein falsches Ergebnis!

Das Risiko der Fehlinterpretation hangt stark davon ab, welche Effekte vermengt werden. Falls 2-fach-
WW mit den Effekten der Faktoren vermengt werden ist dies als kritisch zu betrachten, denn Effekte
und 2-fach Wechselwirkungen spielen in den meisten Anwendungen eine wichtige Rolle. Solche Plane
haben die Auflésung Ill. Weniger kritisch ist eine Vermengung von 2-fach-WW untereinander bei
Planen der Auflosung IV und meistens unkritisch ist die Vermengung der 2-fach-WW mit 3-fach-Ww
bei Planen der Auflésung V. Eine Zusammenfassung ist in Tabelle 8.3 vorgegeben.

In der Fachliteratur wird haufig die Anwendung sogenannter Aussiebeplane nach Plackett und Burman
empfohlen, um aus einer groferen Anzahl moglicher Einflussfaktoren die wesentlichen auszusieben.
Dabei handelt es sich um besondere teilfaktorielle Plane der Auflésung lll und IV, bei denen die
erwahnten Nachteile teilweise aufgehoben wurden. Die Versuchsanzahl (Anzahl der Zeilen) ist
gegenliber den Faktorenplanen ein ganzzahliges Vielfaches von vier, also N =4,81216,20,24,--.

Zudem werden diese Aussiebeplane nach anderen Regeln aufgebaut als die Faktorenplane.

Trotzdem handelt es sich bei den Plackett-Burman-Planen um hoch-vermengte Anordnungen, die die
bereits angesprochenen Probleme mit sich bringen. Es wird nachdriicklich betont, dass wegen dieser
Vermengungsstruktur Plackett-Burman-Plane nur erfolgreich anwendbar sind, wenn keine
Wechselwirkungen vorhanden sind. Andernfalls kdnnen sich vollig falsche Schlussfolgerungen
ergeben.
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Versuchsmethodik (DoE)

Anzahl Versuche Auftretende
Faktoren voll- teil- ?;ﬁ;amkeig?gllrgn 20 Auflésung Bewertung
faktorieller faktorieller PII !
Plan Plan GiL
3 8 4 =2%
Faktor mit 2fWW 1 kritisch
5 32 8 =2%2
V]
4 16 8=2 Faktor mit 3fWww Y, weniger
6 64 16 = 25-2 2fWW mit 2fWW kritisch
_ n5-1 .
5 32 16 =2 Faktor mit 4fWW v weitgehend
8 256 64 = 22 20WW mit 3AVW unkritisch
6 64 32 = 251 Faktor mit 5f\WW
o 2fWW mit 4fWW VI unkritisch
9 512 128 =2 3fWW mit 3fWwW

Tabelle 8.3: Auflésung teilfaktorieller Plane

8.1.3. Handlungsempfehlung
Als allgemeine Handlungsempfehlung fiir Screening-Untersuchungen gilt (vgl. [1], S.145):

e Es genugt, jeden Faktor auf 2 Stufen zu untersuchen.

e Plane der Auflésung IlI sollten nicht verwendet werden, es sei denn man kann aus physikalischen
Uberlegungen die Vermengungsstruktur auflésen.

o Den besten Kompromiss zwischen Aufwand und Vermengung bieten Plane der Auflésung IV.
Diese haben eine klare Vermengungsstruktur ohne Vermengung von Faktoren und 2-fach-
Wechselwirkungen und sind somit besonders geeignet fir Screening-Untersuchungen.

e Plane der Auflésung V und hoéher kdnnen zur Ermittlung von Wirkzusammenhangen verwendet
werden, denn sie weisen weder eine Vermengung von Faktoren und 2-fach-Wechselwirkungen
noch eine Vermengung von 2-fach-Wechselwirkungen untereinander auf.

Falls man nicht mehr als 32 Versuchspunkte untersuchen kann (was durchaus realistisch erscheint,
wenn man bedenkt, dass diese u.U. auch mehrfach realsiert werden mussen) folgt daraus

e Untersuchungen der Wirkzusammenhange sind mit maximal 6 Parametern bei 32 Versuchen
(bzw. 5 Parametern bei 16 Versuchen) moglich,

e Screening-Untersuchungen koénnen hingegen mit bis zu 12 Parametern bei 32 Versuchen
(bzw. 8 Parametern bei 16 Versuchen) durchgefiihrt werden.

8.2. Plane fir nicht-lineare Zusammenhéange

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, dass Faktorenplane vom Typ 2" stets ein lineares
Modell voraussetzen. Extremwerte (Maxima oder Minima) liegen dabei jeweils am Rand des
Versuchsraums. Die Richtigkeit des Modells kann nur durch zusatzliche Versuche Uberprift werden.
Liegt beispielsweise innerhalb des Versuchsraums ein lokales Maximum, so wird man nur durch
mindestens einen Versuch innerhalb dieses Bereichs einen Hinweis auf dessen Existenz erhalten
kénnen.

Allgemein kénnen Nichtlinearitdten nur erkannt werden, wenn man fir jeden Faktor mehr als zwei
Stufen wahlt. Wegen der exponentiell anwachsenden Versuchszahl stellen drei Stufen fur praktische
Anwendungen meist auch die Obergrenze dar, so dass fur den Anwender im Wesentlichen die
quadratischen Ansétze interessant sein durften. Der vollstdndige Modellansatz lautet in diesem Fall:

k k1 k k
_ 2
y=a,+ ) ax, +ZZaijxixj+Zaﬁx, . (8.4)
=1 i=1

i =1 j=itl
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Versuchsmethodik (DoE)

Mit diesem Polynom zweiten Grades kénnen auch gekrimmte Flachen dargestellt werden.

Einige der gangigsten Plane flir nichtlineare Zusammenhange werden in den folgenden Kapiteln
dargestellt. Solche Plane sollten nur mit wenigen signifikanten Faktoren angewendet werden. Falls die
Signifikanz unklar ist, missen zunachst Screening-Untersuchungen mit linearen Ansatzen
durchgefiihrt werden.

8.2.1. Plane vom Typ 3"

Das Naheliegendste ist, fir die Ermittlung des quadratischen Modellansatzes je 3 Stufen pro Faktor zu
verwenden. Fur 3 Faktoren ergibt sich damit auch automatisch der Plan 33, wobei die drei Faktorstufen
im transformierten Koordinatensystem Ublicherweise mit -1, 0, +1 bezeichnet werden.

Bild 8.1: Vollfaktorieller Plan 3°

Die Versuchspunkte des Plans 3° lassen sich schematisch durch einen Wiirfel im drei-dimensionalen
Versuchsraum darstellen, bei dem neben den Wiirfelecken des 2°-Plans die Flachenmitten, die
Kantenmitten und der Zentralpunkt zu untersuchen sind.

In der Auswertematrix des Plans 3° treten neben den ganzen Zahlen -1, 0 und +1 die Briiche -2/3 und
+1/3 auf. Die Koeffizienten des Regressionspolynoms werden also nicht alle in der gleichen Weise
berechnet, vgl. [2], S.209. Fir die Auswertung eines solchen Plans muss in jedem Fall ein
Rechnerprogramm verwendet werden.

Ein Versuchsplan fur dreistufige Faktoren wird meist dann in Frage kommen, wenn eine Untersuchung
sich auf wenige Faktoren beschranken kann und ein Einzelversuch mit vergleichsweise geringem
Aufwand durchfihrbar ist. In der Praxis ist es beispielsweise denkbar, dass in der "Umgebung" des
Zentralpunkts, der einem Serienzustand entsprechen kann, nach besseren Einstellungen der Faktoren
gesucht werden soll.

Manchmal handelt es sich bei einem oder mehreren der untersuchten Faktoren um diskrete
EinflussgréRen wie z.B. Material oder Maschine. Die Betrachtung eines Regressionspolynoms und die
Berechnung theoretischer Zwischenwerte ist in diesem Fall vdllig sinnlos. Es genugt also, sich in
diesem Fall auf eine varianzanalytische Auswertung zu beschranken und nach dem Prinzip "pick the
winner" die Faktoreinstellungen mit dem besten Versuchsergebnis zu ermitteln.

8.2.2. Zentral zusammengesetzte Plane

Wesentlicher Nachteil vollfaktorieller Plane auf 3 Stufen ist, dass die Anzahl der
Faktorstufenkombinationen sehr schnell mit der Anzahl der Faktoren wachst. Aulerdem ergibt sich
eine hohe Redundanz der Untersuchungen, denn es werden wesentlich mehr Versuche durchgeflihrt
als unbekannte Koeffizienten in der Modellgleichung existieren, siehe Tabelle 8.4.

Anzahl Anzahl Koeffizienten im | Anzahl Versuche Redundanzfaktor
Faktoren | quadratischen Modell 3k KoK+ 3k K+ ok+1
2 6 9 9 1,5 1,5

3 10 27 15 2,7 1,5

4 15 81 25 54 1,7

Tabelle 8.4: Anzahl Versuche bei zentral - zusammengesetzten Planen

Eine geeignete Alternative bilden die sogenannten zentral-zusammengesetzen Planen vom Typ
2*+2k+1 dar. Der Aufbau eines zentral zusammengesetzten Versuchsplans fur drei Faktoren ist aus
der folgenden Darstellung ersichtlich. Zusatzlich zu den Versuchen in den "Wirfelpunkten", wie sie ein
vollstandiger Plan 2° vorgibt, werden Versuche in den sogenannten Sternpunkten sowie dem
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Versuchsmethodik (DoE)

Mittelpunkt des Sterns, dem Zentralpunkt durchgefiihrt. Ein solcher Plan hei3t zentral
zusammengesetzt, wenn der Zentralpunkt des Sterns mit dem Zentralpunkt des Wirfels
Ubereinstimmt, so wie es Bild 8.2 zeigt.

Bild 8.2: Zentral - zusammengesetzter Plan mit 3 Faktoren

Offensichtlich wird jeder der drei Faktoren auf funf Stufen variiert. Es ware denkbar, fir jeden Faktor
die Stufen -2, -1, 0, +1, +2 zu wahlen. Damit ginge allerdings die Orthogonalitat des Plans verloren,
d.h. die Koeffizienten des Regressionspolynoms konnten nicht mehr unkorreliert und mit der gleichen
Varianz bestimmt werden (vgl. [2], S. 228). Damit diese Eigenschaft erhalten bleibt, missen die
Faktorstufen -a, -1, 0, +1, + o gewahlt werden, wobei o von der Zahl der Versuchsdurchfiihrungen in
den Wirfelpunkten, in den Sternpunkten und im Zentralpunkt abhangt:

a,,’=05N-28 =2, (8.5)

dabei bedeutet N die Gesamtanzahl von Versuchen (hier 2k+2k+n0), k die Anzahl der Faktoren und ng
die Anzahl der Wiederholungen des Zentralpunktes.

Eine weitere wichtige Eigenschaft eines Versuchsplans ist seine Drehbarkeit. Man nennt einen Plan
drehbar, wenn die Breite des berechneten Vertrauensbereiches nur vom Abstand zum Zentrum des
Wiirfels abhangt und nicht von der Richtung, vgl. [1], S.191. Man kann zeigen, dass diese Eigenschaft
gegeben ist, wenn

g’ =2 (8.6)

Man kann durch Anpassung der Anzahl Wiederholungen im Zentralpunkt ny erreichen, dass beide
Eigenschaften verfligbar sind.

Manchmal ist aus technischen Grinden nur ein Plan auf 3 Stufen durchfiihrbar, in diesem Fall kann
a=1 verwendet werden. Dies muss allerdings die Ausnahme bleiben, denn ein solcher
Jlachenzentrierter Plan ist nicht orthogonal.

Als Basis fiir den Wirfel kdnnen bei mehr als 3 Faktoren auch teilfaktorielle Plane 2P mindestens der
Auflésung V verwendet werden. In diesem Fall sind die Bedingungen fir Orthogonalitdt und
Drehbarkeit anzupassen (die Terme 2* sind zu andern in 27).

In der Praxis bietet sich die Wahl eines zentral zusammengesetzten Plans an, wenn ein zunachst
durchgefiihrter Plan des Typs 2" durch zusatzliche Versuche erganzt werden soll. Es sind in diesem
Fall lediglich 2k+n, weitere Versuchspunkte zu untersuchen.

8.2.3. D - optimale Pléne
D-optimale Plane bieten einige grolRe Vorteile:

o Sie bieten grolle Freiheit, was die Anpassung des Plans an eine (z.B. aus Kostengrinden)
vorgegebene Anzahl von Versuchen angeht.

e Sie kdénnen an ein vorgegebenes Modell angepasst werden und sind somit in der Lage,
nichtlineares Verhalten zu erfassen.

o Beliebige Stufen kénnen vorab festgelegt werden, welche in dem Plan vorhanden sein mussen.
Dies erlaubt die Mitbenutzung von historischen Daten.
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Versuchsmethodik (DoE)

e Bereiche des Versuchsraums konnen ausgeschlossen werden, falls diese nicht von Interesse
sind.

o Mehrstufige, quantitative und qualitative Faktoren kénnen kombiniert werden

Ein gewisser Nachteil ist, dass die Plane nicht orthogonal sind, wobei der Unterschied allerdings
meistens nicht sehr grof} ist. Das Vorgehen kann auf3erdem nur mit einer Software realisiert werden,
allerdings bieten die meisten auf DoE spezialisierten Softwaretools mittlerweile auch D-optimale Plane
an.

Fir die Bestimmung der Plane werden iterativ jene Einzelversuche ausgewahlt, welche es erlauben
die Koeffizienten im Regressionsmodell méglichst genau (mit moglichst kleinen Vertrauensbereichen)
zu bestimmen. Eine detaillierte Darstellung der Vorgehensweise wirde den Rahmen dieses Heftes
sprengen, somit wird darauf verzichtet. Weitere Details sind z.B. in [4] zu finden.

D-optimale Plane bieten eine interessante Alternative zu den zentral-zusammengesetzten Planen. Es
wird empfohlen sie dann einzusetzen, wenn die zentral-zusammengesetzten nicht angewendet werden
kénnen. Typische Beispiele sind qualitative (kategorische) Faktoren mit mehr als 2 Niveaus,
Begrenzungen im Versuchsraum, frei wahlbare BlockgroRen, von der Voreinstellung abweichende
Variantenzahl, Stufenwerte etc.

8.2.4. Handlungsempfehlung

Plane flr nichtlineare Zusammenhange sollten nur bei wenigen signifikanten Faktoren angewendet
werden, um die Wirkzusammenhange mit der ZielgroRe im Detail zu bestimmen und ggf. eine
Optimierung durchzufthren. Fir die meisten Anwendungen durften die Anzahl der signifikanten
Faktoren zwischen 3 und 5 liegen. Falls diese nicht bekannt sind, missen zunachst Screening-
Untersuchungen mit linearen Ansatzen angewendet werden.

Es gelten folgende Empfehlungen, vgl. auch [1], S. 208:

¢ Im Regelfall ist ein zentral-zusammengesetzter Plan am besten geeignet. Bis zu 4 Faktoren kann
ein vollfaktorieller Plan fur den Wiirfel verwendet werden, bei 5 Faktoren genlgt ein teilfaktorieller
Plan der Auflésung V.

e Soweit wie moglich mussen die Stufenwerte des Plans so eingestellt werden, dass sich ein
orthogonaler Plan ergibt. Durch geeignete Wahl der Anzahl Wiederholungen im Zentralpunkt muss
auch eine Drehbarkeit des Plans erreicht werden.

e Sind in Ausnahmefillen aus technischen Grinden nur 3 Stufen durchfihrbar, kann ein
flachenzentrierter Plan mit a=1 verwendet werden.

e Wenn kategorische Faktoren mit mehr als 2 Stufen, nicht realisierbare Kombinationen im
Versuchsraum, von der Voreinstellung abweichende Stufenwerte 0.4. gegen den Einsatz von
zentral-zusammengesetzten Planen sprechen, missen D-optimale Plane verwendet werden.

8.3. Alternative Modellansatze

Wenn keine physikalische Modellbildung mdéglich war, wurde in Kapitel 4.4 als allgemeiner
Modellansatz meistens a-priori ein lineares oder quadratisches Polynom angenommen. Hintergrund
hierzu bildet die Tatsache, dass jede stetige Funktion in der Umgebung eines Punktes durch eine
Potenz-Reihe mit einem Fehler héherer Ordnung angenahert werden kann. Dieser Vorgang ist auch
als Taylor-Reihenentwicklung bekannt.

Diese Naherung ist jedoch nur in der Umgebung des Entwicklungs-Punktes, also lokal, gultig.
Probleme kénnen auftreten, wenn in Teilbereichen des Versuchsraumes unterschiedliches Verhalten
auftritt, so dass die globalen Verhaltnisse nicht durch einfache Polynome ersten oder zweiten Grades
erfasst werden kénnen. Ublicherweise begegnet man solchen Schwierigkeiten, indem Potenzglieder
héherer Ordnung in dem Modellansatz beriicksichtigt werden. Dass diese Strategie nicht immer
erfolgreich ist, soll mit dem folgenden Beispiel verdeutlicht werden.

BeispiEL 1:  Folgende Funktion soll einmal im Intervall 1; = (-0.6; +0.6) und einmal im Intervall 1, = (-3.0; +3.0)
durch Polynome unterschiedlichen Grades angendhert werden. Die Funktion liegt tabellarisch in 7
gleichmaRig verteilten Punkten des jeweiligen Intervalls vor:
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X y=ftx) X y=fx)

-0,6 0,735 -3,0 0,1

-0,4 0,862 -2,0 0,2

) -0,2 0,962 -1,0 0,5

S(x)= e 0,0 1,000 0,0 1,0
0,2 0,962 1,0 0,5

04 0,862 2,0 0,2

0,6 0,735 3,0 0,1

Tabelle 8.5: Datenpunkte des Beispiels

Die berechneten Ausgleichskurven sind in Bild 8.3 dargestellt. Wie daraus ersichtlich ist, reicht fur eine lokale
Approximation im Intervall I, ein quadratisches Polynom vdllig aus. Fur eine globale Betrachtung im Intervall
I, reicht der quadratische Ansatz jedoch nicht aus, die Erhéhung des verwendeten Polynomansatzes von
Grad 1 (linear) bis Grad 6 verbessert zudem nur teilweise die Qualitat der Interpolation. Insbesondere die
héheren Polynomanséatze neigen zum ,Schwingen“ an den Intervallgrenzen und sind kaum geeignet das
globale Verhalten der Funktion angemessen wiederzugeben. Dieses Ph&nomen wird auch ,overfitting*
genannt.

f(x)

=3 0600 |
> [ —y=f(x)
o PE)

y=

0,400 [

0200 |

-06 -04 -0,2 0,0 02 04 06

X X

Bild 8.3: Berechnete Ausgleichskurven

Das Problem besteht offensichtlich in dem prinzipiellen Unvermdgen der Polynome, einen komplexen
globalen Funktionsverlauf anzundhern. Dieser Umstand hat zur Entwicklung alternativer Modell-
Ansétze gefuhrt. Einige davon werden im Folgenden kurz zusammengefasst. Weitere Einzelheiten zu
diesem Thema finden sich in [26,27].

Trigonometrische Funktionen: Als Basisfunktionen kénnen Sinus und Cosinus-Funktionen
verwendet werden. Dies wiirde dem Vorgehen bei einer Fourier - Reihenentwicklung der Funktion
entsprechen. Der Ansatz ist hier, wie beim klassischen Vorgehen, global, in dem Sinne, dass jede
der Basisfunktionen im gesamten Versuchsraum einen Beitrag leistet.

Splines: Ein Spline der Ordnung £ ist eine glatte Kurve, welche stlickweise aus unterschiedlichen
Polynomen derselben Ordnung zusammengesetzt ist. Damit soll gewahrleistet werden, dass ein
lokal-unterschiedliches Verhalten angemessen abgebildet werden kann. Die Problematik dabei ist,
den glatten verlauf des Splines an den ,Nahtstellen® zu gewahrleisten, also in den Stutzstellen, wo
die unterschiedlichen Polynomen angrenzen. Haufig werden kubische Splines (k=3) verwendet,
welche durch Zusatzbedingungen sicherstellen, dass die Kurve in den Stitzstellen 2-mal stetig
differenzierbar ist, was bedeutet, dass keine Spriinge und ,Knicke® im Funktionsverlauf auftreten.
Auf die explizite Darstellung der Spline-Basisfunktionen wird an dieser Stelle verzichtet, vgl. dazu
[26]. Es soll nur erwahnt werden, dass es sich hierbei um Funktionen aus (k+1) Polynomstlicken
der Ordnung k handelt, die (k—1)-mal stetig differenzierbar zusammengesetzt werden und lediglich
in einem uUber k+2 benachbarte Knoten gebildeten Teilbereich des Versuchsraums von Null
verschieden sind. Der Umstand, dass eine Funktion nur in einem begrenzten Teilbereich von Null
verschieden ist, wird mit ,Funktion mit kompakten Trager® bezeichnet.

Radiale Funktionen: Als Basis werden hier Funktionen verwendet, die zwar einen globalen
Charakter haben kénnen, welche aber mit wachsendem radialen Abstand (daher auch der Name)
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zu einem lokalen Punkt im Versuchsraum schnell abklingen und auf 1 normiert sind. Solche
Funktionen werden auch ,Kerne* genannt. Typisches Beispiel sind Funktionen von der Form der
Wahrscheinlichkeitsdichte der Gauss-Verteilung (Gauss’sche Glocken-Kurve), welche die wichtige
Eigenschaft besitzen, dass sie sehr glatt auslaufen und somit auf nattirliche Weise das Problem
des stetigen Verlaufs der Modellgleichung I6sen. Damit werden die Vorteile eines lokalen
Modellansatzes sichergestellt, ohne die Nachteile eines nicht ausreichend glatten Verlaufs des
Modells in Kauf nehmen zu missen.

e Sigmoidale Funktionen: Solche Funktionen tauchen typischerweise im Rahmen des Konzeptes
Kinstlicher Neuronaler Netze (KNN) auf. Ein KNN ist ein Netzwerk aus kinstlichen Strukturen,
welche den natlrlichen Neuronen (Nervenzellen) nachempfunden sind. Jedes Neuron kann
mathematisch durch seine Aktivierungsfunktion beschrieben werden, welche seine Ausgabe in
Abhangigkeit der Eingangsgrofien definiert. Als Aktivierungsfunktion wird haufig eine sigmoidale
Funktion verwendet.

Die Eignung der erwahnten alternativen Modellansatze soll anhand eines Beispiels verdeutlicht
werden:

8 BeispiEL 2:  FUr die Funktion aus Beispiel 1 soll eine Regression im Bereich I, anhand der dort aufgefiihrten
o 7 Stitzstellen vorgenommen werden. Als Basisfunktionen fiir das Modell sollen nun nicht Polynome, sondern
a trigonometrische Funktionen, Spline-Basen, Radiale, sowie Sigmoidale Funktionen verwendet werden.

8
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Bild 8.4: Ausgleichskurven mit alternativen Modellansatzen

Die Ergebnisse der 4 Ansatze sind in Bild 8.4 dargestellt. Die Kurve mit der héheren Starke stellt die
tatséchliche Funktion, die Kurve mit den grof3en Vierecken die jeweilige Approximation dar. Aus den Bildern
ist ersichtlich, dass alle Ansatze sehr gut in der Lage sind, das globale Verhalten der Funktion
wiederzugeben.

Desweiteren sind durch Kurven mit einer kleineren Starke die verwendeten gewichteten Funktionen (bzw. die
verwendeten Teilpolynome beim Spline) aufgefiihrt. Als trigonometrische Funktionen wurden 3 Cosinus-
Terme und eine Konstante benutzt (Bild 8.4 oben links). Der kubische Spline im Bild 8.4 oben rechts wurde
durch 6 Polynome 3. Grades S[a,b] definiert, jedes davon ist jeweils im Intervall [a,b] giiltig. Bei den Radialen
Basisfunktionen wurden 7 Gauss-Funktionen verwendet (Bild 8.4 unten links). SchlieRlich wurde ein KNN mit
sigmoidalen Funktionen als Aktivierungsfunktion fir die Approximation im Bild 8.4 unten rechts verwendet.
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Die Berechnung der Gewichtskoeffizienten wurde (mit Ausnahme des Splines) durch Minimierung der
Summe der Residuenquadrate mit dem Optimierer (Solver) von MS-Excel durchgefiihrt. Der Spline wurde mit
dem Java-Applet von http://www.arndt-bruenner.de/mathe/scripts/kubspline.htm berechnet.

Obige univariate Beispiele haben alternative Wege zur Wahl des verwendeten Modellansatzes
aufgezeigt. Der wesentliche Unterschied zu den klassischen Polynomansatzen besteht darin, lokal
unterschiedliche Funktionen zu verwenden, anstatt ein globales, komplexes Polynom durch
Parameteridentifikation an den Versuchsergebnissen anzupassen. In diesem Sinne spricht man bei
solchen Ansatzen haufig auch von ,nicht-parametrischen Modellen®. Bei Fragestellungen mit
umfangreichen Versuchsdaten wird das Vorgehen kompliziert, so dass auf eine geeignete Software
nicht verzichtet werden kann. Eine geeignete Lésung, welche den Ansatz der Gauss-Basisfunktionen
implementiert, ist im Anhang aufgefiihrt.

8.4. Stochastische Versuchsplane

In den vorangegangenen Kapiteln wurden unterschiedlichste Verfahren vorgestellt, mit denen der
Zusammenhang zwischen Einfluss- und ZielgréRen ermittelt werden konnte. All diese Verfahren
kénnen als Samplingmethoden bezeichnet werden, da sie versuchen, durch die Generierung isolierter
Stitzstellen (die Faktorstufenkombinationen) einen kontinuierlichen Versuchsraum zu diskretisieren.
Mit Hilfe dieser Stitzstellen soll anschlieBend eine Antwortflache (die Modellgleichung) berechnet
werden, welche die wahren aber unbekannten Wirkzusammenhange zwischen Einfluss- und
ZielgréRen anndhernd beschreiben soll. Dabei handelt es sich durchweg um deterministische Ansatze,
welche die Stutzstellen nach einem bestimmten vorher festgelegten Schema generieren, bei einem
vollfaktoriellen Plan sind dies beispielsweise die Ecken des Versuchsraums. Insofern kénnen alle
bisher vorgestellte Ansatze als deterministische Samplingmethoden bezeichnet werden.

Bei einer ganzen Gruppe von Anwendungen, wie bei der Analyse der Robustheit und Zuverlassigkeit,
muss allerdings nicht nur der funktionale Zusammenhang zwischen Einfluss- und Zielgréf3en
beschrieben werden, sondern zusatzlich auch noch die Verteilung der streuenden ZielgroRe in
Abhangigkeit der streuenden Einflussgrofien. Die Verteilung der ZielgréRe beantwortet die zentrale
Frage von Robustheits- und Zuverlassigkeitsanalyse, welcher Anteil von allen méglichen Zustanden
zulassig im Sinne der Designanforderungen ist.

Falls keine expliziten Modelle vorliegen, wird die Verteilung einer ZielgréRe typischerweise durch eine
Monte-Carlo-Simulation ermittelt, bei der fiir jede streuende EinflussgréRe, je nach einer eingangs
festgelegten Verteilung, eine zuféllige Stichprobe von Werten generiert wird. Jede Kombination von
Werten der unterschiedlichen EinflussgréRen bildet so ein mogliches ,Design“, welches in der
Stichprobe aller Designs bereits mit der ,richtigen“ Haufigkeit auftritt. Somit kann die Verteilung der
Zielgrofie durch statistische Auswertung der Stichprobe aller Designs berechnet werden.

Eine zentrale Aufgabe bei der Monte-Carlo-Simulation ist die Generierung zulassiger Kombinationen
aus EinflussgrofRen im Designraum, wobei die Stichprobe einer jeden EinflussgréRe der eingangs
festgelegten Verteilung entstammen muss. Diese Aufgabe &ahnelt sehr der Aufstellung eines
Versuchplans, andererseits unterscheidet sie sich auch von den klassischen DoE-Ansatzen darin,
dass die Einflussfaktorkombinationen nicht nach einem festen Schema, sondern als zufallige
Stichprobe einer Verteilung aufgestellt werden miuissen. Insofern werden diese Verfahren als
stochastische Samplingmethoden und die erzeugten Plane als stochastische Vesuchsplane
bezeichnet. Im Folgenden werden die beiden wichtigsten Ansatze vorgestellt, weitere Details zu
diesem Thema sind in [20,22] zu finden.

8.4.1. Plain Monte Carlo (PMC)

Bei dem PMC-Ansatz handelt es sich um die naheliegendste Vorgehensweise, bei der zunachst mit
einem Zufallszahlengenerator N pseudo-Zufallszahlen u; generiert werden, welche im Intervall [0,1]
gleichverteilt sind. Anschlielend werden diese Zahlen als Wahrscheinlichkeiten der zugehdrigen
Merkmalswerte x; einer bestimmten Verteilungsfunktion F(x) interpretiert. Die Merkmalswerte kénnen
so durch Anwendung der inversen kumulativen Verteilungsfunktion berechnet werden:

X =F ). (8.7)

Mit diesem Ansatz kdnnen pseudo-Zufallszahlen fir jede Verteilung berechnet werden, fir die eine
Inverse ihrer kumulativen Verteilungsfunktion definiert ist [22].

Der Hauptvorteil dieses Verfahrens ist in seiner Robustheit und Einfachheit zu suchen. Ein gewisser
Nachteil liegt darin, dass bedingt durch die Zufélligkeit der Stichproben auch zuféllige Abweichungen
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von der Idealverteilung auftreten kdnnen, welche nach dem Gesetz der groRen Zahlen erst fir sehr
groRe Stichprobenumfange aufgehoben werden, so dass sich die Konvergenz einer Monte-Carlo-
Simulation erst relativ langsam einstellt. Abhilfe schafft hier eine Weiterentwicklung des PMC-
Verfahrens, welche im nachsten Kapitel vorgestellt wird.

8.4.2. Latin Hypercube (LHC)

Beim PMC-Verfahren kénnen, wie bereits erwahnt, zufallige Abweichungen von der Idealform der
Verteilung auftreten, welche durch die Dichtefunktion F(x) vorgegeben ist. So werden z.B. bei der
Stichprobe einer Normalverteilung die Werte F(x) in einem Normalverteilungsplot nicht auf einer
idealen Gerade liegen, es werden zuféllige kleine Abweichungen vorkommen.

Diese Abweichungen kénnen wie folgt beschrieben werden: Falls der Umfang einer Stichprobe N ist,
und N gleichwahrscheinliche (im Allgemeinen nicht unbedingt aquidistante!) Klassen gebildet werden,
muss bei einer Klassierung im Idealfall jede Klasse je nur einmal besetzt werden. Durch zufallige
Abweichungen vom Idealzustand kann es jedoch vorkommen, dass nicht jede dieser Klassen besetzt
wird bzw. gewisse Klassen mehrfach besetzt werden. Hier setzt das LHC-Verfahren an. Falls der
Umfang der Stichprobe N ist, wird das Wabhrscheinlichkeitsintervall zunachst in N
gleichwahrscheinliche Sub-Intervalle

D, =(x,x,,); F(x,,))-F(x)=1/N;i=1..N (8.8)

unterteilt. AnschlieBend wird in jedem dieser Intervalle eine Zufallszahl wie bei dem PMC-Verfahren
generiert, wobei dazu entweder die tatsachliche Verteilung berlcksichtigt wird oder der Einfachheit
halber (bei groRen Stichprobenumfangen) auch die Mitte des Intervalls verwendet werden kann. Das
LHC Verfahren versucht also, bildlich gesprochen, dem Zufall systematisch auf die Spriinge zu helfen.

Das LHC-Verfahren hat klare Vorteile in der Konvergenzgeschwindigkeit gegeniber dem PMC-
Verfahren, so dass bei gleicher Genauigkeit hier kleinere Stichprobenumfange verwendet werden
kénnen, vgl. auch [20]. Da der Stichprobenumfang auch die Anzahl der durchzufiihrenden
Simulationen (externe Solver-Aufrufe) bei dem Monte-Carlo-Verfahren vorgibt, liegen die Vorteile klar
auf der Hand.

8.5. Spezielle Erprobungspléane

Fir die Verifikation und Validierung von Qualitdtsmerkmalen wie Funktionalitdt, Dauerhaltbarkeit,
Robustheit oder Sicherheit werden Bauteile erprobt. Dabei kommen spezielle Versuchstechniken zum
Einsatz, deren Behandlung den Rahmen des vorliegenden Heftes sprengen wiirde. Diese Verfahren
werden deswegen hier nicht weiter behandelt, Details dazu sind u.a. in [17] zu finden.

Darliber hinaus muss allerdings erwahnt werden, dass generell nichts gegen den Einsatz von DoE-
Ansatzen bei der Erprobung sprechen wirde, um so das Maximum an Information Uber die
Wirkzusammenhange zu gewinnen und dabei Ressourcen nicht zu verschwenden. In manchen Féllen
wirde es schon genligen die Einflussgrofien, welche bei einem typischen Dauerlauf wirken,
systematisch zu erfassen und bei der Auswertung zu bericksichtigen, um neue Erkenntnisse Gber das
Produkt zu gewinnen. Oder es kdnnten Einflisse auf die Lebensdauer von Bauteilen durch ein DoE-
Schema untersucht werden, wobei der Lebensdauerversuch selbst eine komplette Serie von
Einzelversuchen darstellt.

Damit entsteht ein hierarchisches Vorgehen, bei dem auf der Meta-Ebene die Struktur der
Untersuchungen seitens eines DoE-Schema vorgegeben wird und auf der operativen Ebene beliebige
Untersuchungen durchgefiihrt werden kdnnen, welche zur Ermittlung der betrachteten Zielgrofien
fuhren. Diese miuissen nicht einfache Versuche sein, sondern koénnen selbst komplexe
Untersuchungen mit langen Versuchsreihen erganzt durch Simulationen beinhalten.
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8.6. Versuchsplane nach Taguchi

Der hier vorgestellte Ansatz wurde vom japanischen Qualitatsingenieur und Statistiker G. Taguchi
(geb.1924) nach dem 2. Weltkrieg entwickelt, um die Produktion robuster gegenlber Stéreinflissen zu
gestalten und Qualitatsverluste zu vermeiden, ein Kernpunkt japanischer Qualitatsphilosophie. Die
Vorgehensweise fand in Verbindung mit der Qualitatsphilosophie Six Sigma schnell eine breite
Anwendung und wird in manchen Kreisen fast schon als Synonym fiir Versuchsplanung verwendet.

Ohne die unbestrittenen Beitrdage von Taguchi zur Entwicklung und Popularisierung der
Versuchsmethodik und insbesondere sein Verstandnis Uber die Beziehung von Qualitat und
Robustheit in Frage zu stellen, werden einige der von lhm vorgeschlagenen Lésungswege heute
kritisch gesehen. Im Rahmen seiner Grundidee kénnen allerdings ohne Weiteres die Erkenntnisse der
klassischen Versuchsplanung verwendet werden, so wie sie in den vorangegangenen Kapiteln
dargestellt wurden. Daraus ergibt sich eine Vorgehensweise, welche den Geist, aber nicht die
umstrittenen Nachteile des Original-Ansatzes beinhaltet, so dass das Vorgehen auch heute noch seine
Aktualitat besitzt. Nachfolgend wird eine kurze Einfuhrung gegeben, weitere Einzelheiten finden sich in
[3,24], zahlreiche Anwendungen sind in [25] aufgefuhrt.

8.6.1. Motivation: robuste Produkte und Prozesse

Der Ursprung vieler experimenteller Untersuchungen liegt in einem Qualitatsproblem, bei dem
aufgrund hoher Streuungen von Qualitdtsmerkmalen ein hoher Anteil an Ausschuss produziert wird.
Dabei wird nicht nur nach dem ,warum“ gefragt, sondern auch ,wie“ die auftretende Streuung
verringert werden kann. Beispielsweise muss das Ergebnis eines Fertigungsprozesses moglichst
insensitiv (oder robust) gegeniiber Schwankungen von Umgebungsbedingungen wie Temperatur und
Luftfeuchtigkeit sein.

Ein robuster Prozess ist jener Prozess, dessen Ergebnis moglichst wenig von einem vorgegebenen
Zielwert abweicht, d.h. dessen Streuung moglichst klein ist. Das Ziel der Prozessoptimierung ist
demnach die Reduktion der Streuung.

Die grundsatzliche Frage, auf welche Weise EinflussgroRen die Robustheit beeinflussen kdnnen,
wurde bereits in Kapitel 7.3 diskutiert. An dieser Stelle geht es nun darum, wie glinstige Werte fir jene
Einflussparameter gefunden werden kénnen, welche deutlichen Einfluss auf die Streuung haben, ohne
dabei den Mittelwert des Prozesses zu verandern.

8.6.2. Versuchsplane nach Taguchi

Taguchi unterscheidet auf dem Weg zu robusten Prozessen zwei Arten von Grofen, vgl. auch [1],
S.149:

¢ Die Steuerfaktoren (control factors) sind solche Einflussfaktoren, welche sowohl im Laborversuch
als auch in der Fertigung eingestellt werden kénnen.

o Die Rauschfaktoren (noise factors) hingegen kénnen zwar im Laborversuch eingestellt werden,
nicht aber spater in der Fertigung, z.B. aus Kostengrinden. Beim robusten Prozess soll das
Ergebnis mdglichst insensitiv gegen diese Faktoren sein, z.B. Position in der Vorrichtung,
Umgebungstemperatur etc. Die Rauschfaktoren dirfen nicht mit den Stérfaktoren verwechselt
werden, welche prinzipiell unbekannt sind und daher auch nicht eingestellt werden kénnen, weder
im Versuch noch in der Produktion.

Das Vorgehen besteht nun im Prinzip darin, jene Kombinationen der SteuergréRen zu finden, welche
die Streuung der ZielgréRe (infolge der Streuung der Rauschfaktoren) minimieren. Dabei werden zwei
Arten von Prufplénen verwendet:

e Fir die Steuerfaktoren wird ein sogenanntes inneres Feld (Inner Array) verwendet, von Taguchi
auch ,orthogonales Feld“ bezeichnet. Es entspricht einem teilfaktoriellen Versuchsplan der
Auflésung Il in der klassischen statistischen Versuchsplanung, vgl. [1], S.159. Wie in Kapitel 8.1
diskutiert, sind Plane dieser Auflésung mit Nachteilen verbunden und kénnen durch
Vermengungen der Haupteffekte und zweifach-Wechselwirkungen zu Problemen fiihren. An
dieser Stelle empfiehlt es sich einfach einen Plan der Auflésung IV zu verwenden.

e Fir die Rauschfaktoren wird ein duReres Feld (Outer Array) verwendet, hierbei handelt es sich
entweder um einen Faktor in mehreren Stufen oder einen teilfaktoriellen Versuchsplan der
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Auflésung Il fir mehrere Faktoren. An dieser Stelle ist die niedrige Aufldsung jedoch unkritisch,
weil im weiteren Verlauf das auliere Feld als eine Art Versuchswiederholung gehandhabt wird.

8.6.3. Auswertung und Ergebnis
Die Auswertung erfolgt folgendermalien:

Zur Erfassung der Streuung kann das Signal-Rausch-Verhaltnis
=2

S/N=10~Ioglo[y—2], (8.9)
S

oder eine andere geeignete Grole (z.B. Standardabweichung o, oder die Varianz s2) als separate
ZielgréRe neben dem Mittelwert y erfasst werden.

Die Effekte von Mittelwert und S/N werden so berechnet, als sei das &uflere Feld eine
Wiederholung des Versuchs, obwohl dies nicht der Fall ist, da die Rauschfaktoren gezielt variiert
werden. Damit ist eine konservative Signifikanzaussage maoglich, denn die Signifikanz der Effekte
wird geringfiigig unterschatzt. Fur die ZielgroRe S/N gibt es nur eine Realisierung, deshalb wird
diese Zielgrofie wie bei Versuchen mit einfacher Realisierung n=1 behandelt.

Die Faktoren werden je nach Ergebnis folgendermalfien aufgeteilt:

o0 Faktoren, die die Streuung (und ev. zusatzlich noch den Mittelwert) beeinflussen werden so
gewabhlt, dass sie die Streuung minimieren.

o Faktoren, die nur den Mittelwert beeinflussen werden dazu benutzt, die Zielgréle je nach
Designvorgabe einzustellen.

o SchlieBlich werden solche Faktoren, die weder Mittelwert noch Streuung beeinflussen zur
Minimierung der Kosten eingesetzt.

BEIsPIEL: Ein Beispiel mit 3 Steuerfaktoren C1 bis C3 sowie 3 Rauschfaktoren N1 bis N3 ist in der folgenden
Tabelle 8.6 dargestellt. Als Inner Array wird ein vollfaktorieller Plan auf 2 Stufen verwendet, als Outer Array
der Plan 2°. Die Effekte von Mittelwert und S/N wurden nach deren Signifikanz mit ,---*, ** ** (nicht
signifikant, signifikant, hoch signifikant) bewertet. Mit dieser Auswertung wirden sich die Faktoren C1 und C2
zur Erhéhung der Robustheit anbieten, denn sie wirken sich signifikant auf S/N aus. Deren Einstellung muss
in einer Optimierung also auf jener Stufe erfolgen, welche die kleinere Streuung (hohes S/N) aufweist. Dies
wirde jedoch den Mittelwert der ZielgroRe veréndern, eine Korrektur kann mittels der GrofRe C3
vorgenommen werden, welche nur den Mittelwert der ZielgréRe beeinflusst, nicht jedoch S/N. C3 wird also so
eingestellt, dass die ZielgréRe den erforderlichen Mittelwert aufweist.

N1 - ¥ - ¥
N2 3 : ¥ ¥
N3 - + + -
Nr. C1 C2 C3 1 2 3 4 y s S/IN
1 + + + Y11 Y12 Y13 Y14 Y1 S1 S/N;
8 - - - Va1 Ys2 Va3 Va4 Ys Sg S/Ng
A, x ___ x
As
AgN ** * -

Tabelle 8.6: Auswertung eines Taguchi-Plans

Die Robustheit gegeniiber Rauschfaktoren kann alternativ auch mittels klassischer Versuchsplane
untersucht werden. Die Rauschfaktoren missen darin als Faktor und die Streuung als Zielgroflie
berlcksichtigt werden. Die Robustheit kann anhand von Wechselwirkungen zwischen Steuer- und
Rauschfaktoren beeinflusst werden.
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8.7. Shainin® Methode

Der amerikanische Unternehmensberater Dorian Shainin (1914 - 2000) propagiert eine
Vorgehensweise, die sich von den anderen hier vorgestellten Ansatzen stark unterscheidet. Im
erweiterten Sinne kann aber auch die Shainin®-Methode als eine Variante der Versuchsmethodik
verstanden werden, welche alternative Ansatze zur Planung, Durchfiihrung und Auswertung von
Versuchen bietet. Bei den Begriffen in Kapitel 8.7, welche mit ® und ™ gekennzeichnet sind, handelt
es sich um (eingetragene) Warenzeichen von Red® X Holdings LLC.

8.7.1. Motivation: Die Suche nach dem Red X®

Ausgangspunkt der Shainin®-Methode ist die Annahme, dass bei vielen Fragestellungen das
sogenannte Pareto-Prinzip gilt. Das Pareto-Prinzip besagt, dass ein Phdnomen, das theoretisch sehr
viele Ursachen haben kann, in Wirklichkeit nur sehr wenige Ursachen hat.

Shainin® empfiehlt finf Aussiebeverfahren um diese relevanten Ursachen zu erkennen. Sie zeichnen
sich zwar durch grof3e Einfachheit aus, sind aber nur bei speziellen Fragestellungen anwendbar.
Anstatt das relevante Vorwissen und die Erfahrungen abzufragen, empfiehlt Shainin "die Teile
sprechen zu lassen". Diese Empfehlung setzt also voraus, dass das betrachtete Problem einen
laufenden Fertigungsprozess betrifft. Die ZielgréRe wird bei dieser Methode Ublicherweise als Green
Y® bezeichnet. Derjenige Faktor, der den grofiten Einfluss (50% des Effekts) auf das Ergebnis Y hat,
wird Red X® genannt.

Das generelle Vorgehen des Ansatzes lasst sich wie folgt zusammenfassen:
1. Aus vielen Parametern durch systematische Beobachtung max. 20 als wesentlich identifizieren
2. Aus diesen 20 mittels einfacher Versuche die 4 wichtigsten ermitteln

3. Damit eventuell einen vollstandigen Versuchsplan mit anschlieRender Optimierung durchfiihren

8.7.2. Systematische Beobachtung

Zunachst geht es darum durch systematische Beobachtung ,die Teile sprechen zu lassen® und
mdglichst viel Uber den untersuchten Sachverhalt herauszufinden. Dieser Ansatz ist besonders in
spaten Phasen des PEP bzw. in der Fertigung sinnvoll, wenn Vorkenntnisse, Muster und Daten
vorliegen.

8.7.2.1. Multi-Vari-Charts

Montag Dienstag Mittwoch Donnerstag Freitag

messer, nm ——»

h

Durc

Schicht 1|Schicht 2[Schicht 1[Schicht 2|Schicht 1|Schicht 2|{Schicht 1|Schicht 2[Schicht 1|Schicht 2

Bild 8.5: Multi-Vari-Chart

Eine wesentliche Technik der systematischen Beobachtung stellt die Multi-Vari-Chart-Methode dar.
Diese wurde 1950 von L. Seder entwickelt. Schwankungen eines Prozesses werden graphisch
dargestellt. Durch Urwerte oder vertikale Linien werden die Schwankungen ortsbedingt,
chargenbedingt, zeitbedingt etc. voneinander unabhangig aufgezeichnet. Hierdurch wird unter
Umstanden deutlich, wo die Hauptursachen fir die Schwankungen liegen. Shainin® unterscheidet:
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a) Positionsabhangige Variationen, z.B. Position innerhalb einer Einheit, Maschine zu Maschine,
Spannstelle zu Spannstelle, Bediener zu Bediener, Linie zu Linie, Werk zu Werk,

b) Zyklische Variationen, z.B. Charge zu Charge oder Los zu Los,

c) Zeitliche Variationen, z.B. Stunde zu Stunde, Schicht zu Schicht, Tag zu Tag, oder Woche zu
Woche.

Ein Multi-Vari-Chart ist lediglich eine geschickte graphische Darstellung der nach Variationsfamilien
geordneten Daten. Auf der Ordinate (y-Achse) wird jeweils der Messwert des untersuchten Merkmals
(das Green Y®) aufgetragen. In Abbildung 8.5 sind die Mittelwerte von jeweils 3 Messwerten als Punkt
eingezeichnet. Die schwarzen Punkte gehdren zu Spannstelle 1, die weillen zu Spannstelle 3. Es ist
ersichtlich, dass Maschine B systematisch gréf3ere Ergebnisse liefert als Maschine A.

8.7.2.2. Concentration Charts

Die Beobachtung der Auspragung ist eventuell auch als ,Konzentration® der Auffalligkeit moglich, diese
wird durch die Technik der concentration charts angewendet.

Sofern sich herausstellt, dass die Ursache fur ein Problem innerhalb einer Einheit zu suchen ist, so
bietet es sich an, den genauen Fehlerort und die Haufigkeit des bzw. der auftretenden Fehler in einem
Fehlerortdiagramm aufzuzeichnen. Dazu wird eine einfache schematische Darstellung des
Erzeugnisses verwendet, in welcher die Stelle markiert wird, an der ein Fehler oder eine Abweichung
auftritt. Das Beispiel in Bild 8.6 stammt aus dem Heft Elementare Werkzeuge der Qualitatssicherung.
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Bild 8.6: Concentration-Chart

8.7.3. Einfache Versuche

8.7.3.1. Komponententausch™

Beim Komponententausch™ wird durch systematischen Austausch von Einzelteilen zwischen einer
~-guten” Einheit und einer ,schlechten” Einheit das Einzelteil lokalisiert, das bei der schlechten Einheit
zum Qualitdtsmangel geflihrt hat. Bei der Reparatur defekter Gerate wird das Prinzip der
Komponentensuche haufig verwendet.

Voraussetzungen:
e Anwendung hauptséachlich in der Montage

o Die ZielgrolRe muss mit einer Messunsicherheit messbar sein, die héchstens 20% der Toleranz
oder der Prozessstreubreite betragt.

o Es muss mdglich sein, gute und schlechte Teile zu zerlegen und wieder zusammenzubauen, ohne
dass sich am Ergebnis "gut" bzw. "schlecht" etwas andert.

Vorgehensweise (12 Schritte):
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1. Auswahl von 2 Teilen aus einer Tagesproduktion, ein sehr gutes und ein sehr schlechtes (BOB =
Best of the Best, WOW = Worst of the Worst). Je weiter die entsprechenden Messergebnisse
auseinander liegen, um so leichter wird sich das Red X® finden lassen.

Zerlegen und Zusammenbauen beider Teile und zweimaliges Nachmessen der Zielgroe

Signifikanztest anhand der Messergebnisse. Ergebnisse des "Gut"-Teils missen wesentlich
besser sein als Ergebnisse des "Schlecht"-Teils. Kriterium:

Ry + R
DI/d>5,mit D=%,, — X, und d:w, siehe Kap. 8.7.4.1. (8.10)

4. Falls D/d <5 liegt das Problem nicht bei den Komponenten sondern bei deren Montage.

Vorschlag: Schrittweise die Montage untersuchen. Andernfalls missen eine oder mehrere der
Komponenten oder Teilkomponenten das Red X® sein. Dann Komponentensuche starten.

Komponenten nach GréRRe des vermuteten Einflusses ordnen

Tausch der Komponente A zwischen BOB und WOW (A = aussichtsreichster Kandidat)
Analyse des Ergebnisses

In jedem Fall Rickmontage, um zu sehen, ob Ausgangszustand wiederhergestellt wird

Wiederholung der Schritte 6, 7, 8 mit den nachsten Komponenten B, C usw.

= © ® N o O

0. Identifikation einer oder mehrerer Komponenten als das Red X®. Komponente ist Red X®, falls
bei gleichzeitigem Austausch zwischen BOB und WOW eine vollstandige Umkehrung erfolgt, d.h.
aus einem BOB ein WOW wird und umgekehrt. Eine Wechselwirkung liegt vor, falls zwar aus
einem BOB ein WOW wird oder aus einem WOW ein BOB aber nicht umgekehrt.

11. Bestatigungsversuch: Nimmt man ein BOB-Erzeugnis und ein WOW-Erzeugnis und tauscht die als
unwesentlich erachteten Komponenten jeweils als Gruppe aus, so muss sich am Ergebnis BOB
und Ergebnis WOW nichts andern. Tauscht man dagegen alle als wesentlich erachteten Kompo-
nenten als Gruppe aus muss eine deutliche vollstdndige Umkehrung erfolgen.
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12. Berechnung von Haupt- und Wechselwirkungseffekten

Versuchsergebnisse beim Komponententausch werden schematisch, nach [12] im Bild 8.7 dargestellt.

Green Y

0 0 V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8
Versuch

Bild 8.7: Komponententausch. Die ersten beiden Versuche sind lediglich eine Zerlegung mit
anschlieBendem Zusammenbau. Beim Versuch V3 wurde das Red X® entdeckt. Der letzte Schritt ist
ein Bestatigungsversuch.

8.7.3.2. Paarweise Vergleiche™

Die Methode der paarweisen Vergleiche™ ist dem Komponententausch™ sehr dhnlich. Sie wird
angewandt, wenn Einheiten nicht in Einzelteile zerlegt werden kénnen. Gute und schlechte Einheiten
werden aus entsprechenden Grundgesamtheiten entnommen und messbare Qualitdtsmerkmale
werden miteinander verglichen. Qualitdtsmerkmale, die sich in auffalliger Weise immer wieder
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voneinander unterscheiden, sind mdglicherweise fir den Qualitatsunterschied der Einheiten
verantwortlich. Diese Vermutung wird dann durch weitere Vergleiche Uberprift.

8.7.3.3. Variablensuche™

Die Variablensuche™ ist ein Verfahren, das auf moglichst effektive Art aus einer mittleren Anzahl (5 -
15) von Einflussfaktoren die wichtigsten aussiebt. In gewisser Hinsicht ist die Variablensuche eine
Einfaktoruntersuchung. Die Variablensuche ist nur anwendbar, wenn im Prinzip bei der Festlegung
zweier Stufen bei jedem Einflussfaktor bekannt ist, welche Stufe die ,bessere” und welche Stufe die
»Schlechtere ist. Diese unabdingbare Voraussetzung ist natlrlich sehr einschneidend. Das heil3t, bei
der Variablensuche geht es nicht um die Suche nach einem Optimum, sondern um die Frage, welche
Faktoren in entscheidender Weise zum Optimum beitragen.

Vorgehensweise:

1. Durchfihrung von Vergleichsversuchen ,alle Faktoren auf schlechter Stufe* Vs mit ,alle Faktoren
auf guter Stufe” Vg. Ist kein groRer Unterschied erkennbar, dann lohnt sich eine weitere
Untersuchung nicht.

2. Nun wird der Einfluss der einzelnen Faktoren getrennt untersucht. Ist 4 mutmallich der starkste
Faktor, so wird ein Versuch durchgefihrt, bei dem 4 auf der guten und alle anderen Faktoren auf
der schlechten Stufe festgelegt sind. Entspricht das Ergebnis etwa dem Ergebnis des Versuches
Vs von 1., so kann angenommen werden, dass A einen dominanten Einfluss auf die Zielgrof3e hat.

Dies wird durch eine Gegenprobe, bei der 4 auf der schlechten und alle anderen auf der guten
Stufe festgelegt sind, bestatigt. Im Falle der Dominanz von 4 musste sich das Ergebnis von Vg
wiederholen. Wenn 4 dominant ist, muss die Untersuchung nicht fortgesetzt werden. Wenn A nicht
dominant ist, wird B in derselben Weise untersucht etc.

3. Ist keiner der Faktoren dominant, so werden die Faktoren, die einen Einfluss erkennen lassen,
zusammengefasst und je einmal auf der guten bzw. schlechten Stufe und die anderen Faktoren
auf der schlechten bzw. guten Stufe festgelegt.

Werden hierdurch die Ergebnisse von 1. wiederholt, so ist nachgewiesen, dass es ausreicht, die
Faktoren, die bei den Einfaktorvergleichen einen Einfluss erkennen lief3en, auf ihrer guten Stufe
festzulegen und die Ubrigen Faktoren auf ihrer schlechten Stufe festgelegt werden kénnen.

Y

Green

0 0 Vi V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9

Bild 8.8: Variablensuche. Die ersten beiden Versuche sind lediglich eine Zerlegung mit
anschlieendem Zusammenbau. Im Versuch V5 wurde das Red X® entdeckt.

Ist nun die Zahl der Einflussfaktoren auf maximal 2 - 4 reduziert, empfiehlt Shainin® die bekannten
voll-faktoriellen Plane mit 2 bis 4 Faktoren auf 2 Stufen, vorzugsweise mit maximal 2 Wiederholungen
pro Parameterkombination. Diese Plane werden in der Ublichen Weise ausgewertet, z.B. mit der
Varianzanalyse. Auf diese Weise lasst sich feststellen, welche Einflussfaktoren bzw. welche
Wechselwirkungen besonders wichtig sind. Da Shainin® relativ kleine Stichprobenumfange empfiehilt,
ist es klar, dass nur starke Effekte nachweisbar sind. Zu den empfohlenen Verfahren gehéren auch
Einfaktorvergleiche (B vs. C™).
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SchlieBlich ist noch erwahnenswert, dass Shainin die Verwendung teil-faktorieller Plane ablehnt, da
bei vermengten Planen Fehlinterpretationen maoglich sind. Eine beispielhafte Variablensuche ist im Bild
8.8 dargestellt.

8.7.3.4. Produkt-/Prozess-Suche

Das Ziel dieses Ansatzes ist die Trennung von wichtigen und unwichtigen Prozess-Parametern unter
der Voraussetzung, dass es mdoglich ist, Teile wahrend des Prozesses zu verfolgen und die wahrend
der Bearbeitung dieser Teile vorliegenden Prozessparameter zu messen.

Vorgehensweise:

1. Auflistung der mdglicherweise ursachlichen Prozessparameter, Reihenfolge entsprechend der
vermuteten Wahrscheinlichkeit des Einflusses

Dokumentation welcher Prozessparameter von wem wo genau gemessen wird
Sicherstellen, dass Messunsicherheit < 20% der Toleranz

Sicherstellen, dass die tatsachlichen Parameterwerte, nicht nur die Einstellungen gemessen
werden

5. Falls ein einzelner Prozessparameter bei der Uberwachung keinerlei Variation zeigt, kann er von
der folgenden Untersuchung ausgeschlossen werden.

6. 100%-Untersuchung der gefertigten Erzeugnisse so lange, bis mindestens 8 gute und 8 schlechte
Teile gefunden wurden. Die Spannweite zwischen dem besten und dem schlechtesten Teil muss
mindestens 80% der bisher beobachteten Prozessstreubreite entsprechen.

7. Wahrend der Herstellung eines Teils muss jeder der Prozessparameter aus der Liste gemessen
und aufgezeichnet werden

8. (Paarweiser) Vergleich der Prozessparameterwerte, die zu "Gut"-Teilen gefUhrt haben mit
denjenigen, die zu den "schlecht"-Teilen geflhrt haben

9. Durchfiihrung eines B vs. C™ —Tests.
10. Variablensuche™

11. Weitere Optimierung und ggf. Toleranzanpassung

8.7.4. Weitere Tools

Als Alternative zu den klassischen Signifikanztests, wie z.B. dem t-Test, gibt Shainin® einige einfache
Testverfahren an, die mit wenig Aufwand die gleichen Informationen liefern sollen. Diese und einige
weitere Darstellungstools werden nachfolgend kurz erlautert.

8.7.4.1. Regel D:d

(7]
-
+
n
N
@
+
(@)
N

N
N

A
\ 4

Bild 8.9: Regel D/d.

Beim Komponententausch kann mit Hilfe der Regel D:d entschieden werden, ob die Differenz der
Versuchsergebnisse mit den guten bzw. schlechten Einheiten signifikant ist oder nicht. Ein signifikanter
Unterschied liegt vor, wenn D/d = 5. Die Regel Iasst sich natirlich ebenso gut beim Variablenvergleich
anwenden, um die Ergebnisse der Versuche auf der guten und der schlechten Stufe zu vergleichen.
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Das folgende Schema soll die Bedeutung der GréoRen D und d sowie die Darstellung zur Regel D:d >
5:1 veranschaulichen:

_6-G 5-5 5 _Gi+tG S$+S, (8.11)
2 2 2 2

d

8.7.42.Bvs.C™

B vs. C™ steht flir "Better versus Current" und meint schlicht den Vergleich zwischen dem Aktuellen
(current) und dem Besseren. Gegenstand des Vergleichs kann z.B. ein Produkt, ein Prozess, eine
Methode oder ein Verfahren sein.

B vs. C™ ist ein einfacher (nichtparametrischer) statistischer Signifikanztest und lediglich eine Variante
des Tuckey-Tests. Liegen jeweils 3 "B"-Werte und 3 "C"-Werte vor, die sich nicht Uberlappen, so ist
deren Unterschied auf dem 95%-Niveau signifikant. Sofern eine Uberlappung vorliegt, so muss der
Tuckey-Test mit einem gréReren Stichprobenumfang angewendet werden.

8.7.4.3. Isoplot®

Zur Untersuchung und Bewertung der Messunsicherheit (measurement uncertainty) im Verhaltnis zum
Streubereich des Teilemerkmals (product variation) schlagt Shainin® alternativ zum klassischen
Vorgehen (siehe [15,16]) den sogenannten Isoplot® vor.

Dazu wird eine Stichprobe von 30 Teilen entnommen (Teile werden nummeriert). Das interessierende
Merkmal jedes Teils wird gemessen (1. Messreihe). Es wird eine Wiederholmessung in zufélliger
Reihenfolge durchgeflihrt (2. Messreihe). Die beiden an einem Teil ermittelten Ergebnisse bilden die x-
und y-Koordinate des entsprechenden Punktes im Isoplot (Darstellung aller 30 Wertepaare).

Es ist darauf zu achten, dass Abszisse und Ordinate denselben Mal3stab haben, die Graphik also
quadratisch wird. Die Punkte werden durch eine Art "Zeppelin" eingeschlossen. Die Lange L dieses
Bereichs (in mm) ist ein Mal3 fir die Prozessstreuung (siehe Anmerkung), seine Breite AM (ebenfalls in
mm) ein Mal fur die Messunsicherheit.

Nach Shainin® ist die Messunsicherheit genigend klein, wenn L/AM > 8,5.
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Bild 8.10: Isoplot®.
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9. Anhang

9.1. Grundlegende Konzepte der Statistik

In diesem Kapitel werden in Kurzform einige grundlegende Konzepte vorgestellt, welche fiir das
Verstandnis des Themas Versuchsplanung erforderlich sind.

9.1.1. Datenreihen und deren Kennwerte

Auch bei einer sorgfaltigen Versuchsdurchfihrung werden die Ergebnisse eines Experiments unter
gleichbleibenden Bedingungen bei einer mehrmaligen Ausfiihrung unterschiedlich ausfallen, sie
werden streuen. Eine Datenreihe

x,,iel.n, (9.1)

mit n-Werten der betrachteten Zielgréfle kann also allgemein als Ergebnis eines stochastischen
Prozesses angesehen werden. Solche Datenreihen lassen sich im Rahmen der deskriptiven Statistik
grundlegend durch folgende Kennwerte charakterisieren:

o Mittelwert
_1ly
== o, 9.2
X n;xl ( )
e Varianz
2 _ 1 —2
s —m;(x,—x) (9.3)

oder deren Quadratwurzel, die Standardabweichung s, welche die Streuung der Werte um den
Mittelwert charakterisieren.

Da die Einzelwerte der Datenreihe streuen, wird bei einer mehrmaligen Ermittlung der Datenreihe auch
sie selbst unterschiedlich ausfallen. Damit werden auch deren Kennwerte unterschiedlich sein. Eine
wichtige Erkenntnis ist also, dass der Mittelwert und die Standardabweichung ebenfalls einer Streuung
unterliegen. Allerdings ist die Varianz des Mittelwertes deutlich kleiner als die Varianz der Einzelwerte
und zwar umso kleiner, je groRRer der Stichprobenumfang ist. Man kann zeigen (vgl. auch [22], S.122),
dass

2
52 :%. (9.4)

Datenreihen lassen sich z.B. in Histogrammen darstellen, welche bei der Klassierung der Werte der
Datenreihe entstehen. In einem Histogramm werden also Haufigkeiten der auftretenden
Merkmalsklassen dargestellt. Durch Aufsummierung der Klassen koénnen Summenhaufigkeiten
abgeleitet werden.

= A = A
o e
2 =2
= =
=} =}
Hol HuJ
T <
[0]
€
€
=}
»n
Merkmal Merkmal

Bild 9.1: Histogramm und Summenhaufigkeitskurve (schematische Darstellung).
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9.1.2. Verteilungen und deren Kennwerte

9.1.2.1. Verteilung und Verteilungsdichte, Momente

Eine etwas andere Sicht der Dinge entsteht, wenn die Daten als Stichprobe aus einer unendlich
groRen Grundgesamtheit angesehen werden. Wir deuten also

x,iel.n, (9.5)

als Realisierungen einer Zufallsvariable X. Als theoretisches Modell fir die Beschreibung der
Grundgesamtheit aller méglichen Werte der Variable dient die Verteilungsdichtefunktion

f(x). (9.6)

Diese ordnet dem Wert x eine Zahl f{x) zu, ahnlich wie in einem Histogramm dem Wert x eine relative
Haufigkeit zugeordnet wird. Man kann zeigen, dass falls der Umfang der betrachteten Stichprobe sehr
grof’ und die Klassenbreiten beim Histogramm immer kleiner werden, aus dem Histogramm direkt die
Verteilungsdichtefunktion abgeleitet werden kann, so dass das Histogramm als eine Naherung fiir die
Dichtefunktion angesehen werden kann.

Aus der Summenhaufigkeitskurve kann durch Grenzubergang gegen unendlich ebenfalls eine
Funktion abgeleitet werden, die Verteilungsfunktion F(x). Sie gibt zu jedem Wert x die
Wahrscheinlichkeit daflr an, dass eine Zufallsvariable X einen Wert kleiner als x annimmt. Man erhalt
allgemein die Verteilungsfunktion einer Verteilung, indem man Uber deren Dichtefunktion integriert:

P(X <x)=F(x)= J.f(v)dv. (9.7)

Die unabhéangige Variable der Funktion f{v) wird dabei mit v bezeichnet, damit sie von der oberen
Integrationsgrenze x unterschieden werden kann. Die Funktion F(x) ist also eine Funktion der oberen
Integrationsgrenze, v ist hingegen eine Variable tber welche integriert wird.

g A é A
Qo X
2 S
c.) Y
= Jx) 5 F(x)
= 5

F(x) >

X Merkma|= Merkmal=

Bild 9.2: Verteilungsdichte und Verteilungsfunktion (schematische Darstellung).

Die Verteilungsfunktion ordnet dem Wert x der Variablen X eine Wahrscheinlichkeit zu, somit missen
einige Voraussetzungen dafir erfiillt werden, damit eine Funktion als Verteilungsfunktion verwendet
werden kann:

¢ In den Grenzen muss gelten, dass

F(-) =0, F(+o) =1, daraus folgt dass j f(W)dv=L1. (9.8)

e Fir alle —w<x<+wo muss gelten, dass F(x)>0 sowie dass F(x) eine monoton steigende
Funktion von x ist.

Die Dichte- und Verteilungsfunktion einer Verteilung haben charakteristische Kennwerte (manchmal
auch Momente genannt), welche das Aussehen der Verteilung bestimmen. Die wichtigsten sind

e der Mittelwert (manchmal auch Erwartungswert genannt)

u= jx- F(x)dx (9.9)
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e und die Varianz
o= .[(x—ﬂ)2 “f(x)dx, (9-10)
welche die Lage und Breite der Verteilung beschreiben.

9.1.2.2. Beispiele fur Verteilungen

Obige Sachverhalte konnen am einfachsten am Beispiel der Normalverteilung verdeutlicht werden,
welche die bekannte ,glockenartige® Verteilungsdichtefunktion besitzt:

1(x—n

()= \/l—e”[ s ©.11)

o421

Durch Integration der Dichtefunktion erhalt man die s-férmige Verteilungsfunktion der Normalverteilung

2
v—pu

Flx) = \/LIeZ( *) & (9.12)

oA 27

Da das Integral nicht analytisch ausgewertet werden kann, lasst sich obige Gleichung auch nicht
weiter vereinfachen.

Aus den Gleichungen ist ersichtlich, dass bei der Normalverteilung direkt die Kennwerte Mittelwert und
Standardabweichung als Parameter in der Verteilungsfunktion auftreten, man bezeichnet sie oft auch
mit N(u,0). Dies macht die Arbeit mit ihr besonders einfach. Dass dies aber nicht bei jeder Verteilung
SO sein muss, zeigt das Beispiel der Exponentialverteilung mit der Dichtefunktion

fx)=le ™, x>0, (9.13)

bei der ein Parameter A auftritt. Die Beziehung zwischen Parameter und obigen Kennwerten ist
gegeben durch folgende Beziehung:
1, 1

==, 0 =—=. 9.14
p="h 0 =5 (9.14)
Hier ist die Beziehung zwischen Verteilungsparameter und Kennwerten relativ einfach, so dass eine
Umrechnung noch problemlos mdglich ist. Komplizierter sieht es z.B. bei der Weibull-Verteilung aus,
welche bei der Beschreibung von Lebensdauern eine wichtige Rolle spielt; dort ist eine Umrechnung
nicht mehr ohne Weiteres maoglich. Auf eine Darstellung wird allerdings an dieser Stelle verzichtet.

9.1.2.3. Kennwerte unabhangiger und abhangiger Variablen
Falls eine Variable Y eine lineare Abhangigkeit von » unabhéngigen Zufallsvariablen X; aufweist

Y=ay+ Y aX,, (9.15)
i=1

so wird Y ebenfalls eine Zufallsvariable sein. Die Verteilung von Y wird im allgemeinen nicht ohne
Weiteres zu berechnen sein, insbesondere dann, wenn die Variablen X; unterschiedliche
Verteilungstypen haben. Trotzdem wird es mdglich sein, Informationen Uber die Kennwerte der Y-
Verteilung zu gewinnen, diese werden von den Kennwerten der Verteilung von X; abhangen [22]
S.150:

n
Hy = a9 + Zaiﬂ)a
P

n

2 _ 2 2
GY—E a;0y

i=1

(9.16)

Insbesondere gilt fiir den Mittelwert von » normalverteilten unabhangigen Variablen
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X=13"x,, =L, X, e N(u,o), (9.17)
n4

dass dieser ebenfalls normalverteilt ist mit

2 2

po=nt=pund o? =nZ =" (9.18)
n n n

9.1.2.4. Schatzung des Mittelwertes, Vertrauensbereich, t-Verteilung

Im Allgemeinen stellt sich die Frage, wie die Kennwerte der unbekannten Grundgesamtheit ermittelt

werden kénnen. Es kann gezeigt werden, dass

e der Mittelwert einer Stichprobe y als Schatzwert fir den Mittelwert der Grundgesamtheit u
verwendet werden kann sowie

e die Varianz einer Stichprobe s* als Schéatzwert fir die Varianz der Grundgesamtheit o°
verwendet werden kann.

Beide Schatzwerte sind zudem auch erwartungstreu, d.h. sie ndhern sich bei vielen Wiederholungen
den Werten der Grundgesamtheit.

Die Gute dieser Punkt-Schatzung ist zunachst allerdings offen, sie kann jedoch durch folgende
Vorgehensweise bewertet werden. Falls eine Zufallsvariable X normalverteilt ist, so ist die Variable
uzu, X e N(u,0) (9.19)

o

ebenfalls normalverteilt mit dem Mittelwert 0 und der Standardabweichung 1, man nennt diese
Verteilung ,Standardnormalverteilung“. Eine Abschatzung der Wahrscheinlichkeit P, mit welcher X in
einem bestimmten Intervall u—u-o < X <u+u-o liegt, kann mit Hilfe des Parameters u erfolgen:

Plu—u-oc<X<u+u-o)=1-a. (9.20)

Beispielsweise wird die Variable X mit einer Wahrscheinlichkeit von 68,3% im Intervall x+1-5 liegen.

Damit ist klar, dass u gleich dem Merkmalswert der Standardnormalverteilung bei
Wahrscheinlichkeiten (1-o/2) und o /2 ist.

Wir betrachten nun den Mittelwert von n unabhangigen normalverteilten Variablen

_ l n _ O_
X==3'X,, X, eNo), i=1ln, X e N(u—). 9.21
Z , (1,0) () (9.21)
Die GroRRe
u=n>2—* (9.22)
o

ist per Definition standardnormalverteilt. Allerdings wird in der Regel die Standardabweichung der
Grundgesamtheit unbekannt sein, so dass sie aus einer Stichprobe geschatzt werden muss: o ~s.
Man kann jedoch zeigen, dass in diesem Fall die GréRe

t= JZ)?‘“ (9.23)

N

nicht mehr normalverteilt ist, deren Verteilung wird durch die sogenannte t-Verteilung (oder Student-
Verteilung) beschrieben. Die t-Verteilung zeigt fir kleine Werte des Parameters n eine grof3ere Breite
und Flankenbetonung als die Normalverteilung, fiur groRe Werte von n nahert sie sich der
Normalverteilung an.

Eine Abschatzung der Wahrscheinlichkeit P, mit welcher X in einem bestimmten Intervall liegt, kann
mit Hilfe des Parameters ¢ erfolgen. Umgekehrt, kann als sogenannter indirekter Schluss auch ein
Intervall
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Versuchsmethodik (DoE)

X —¢- _< <X

S Sus +z-% (9.24)

angegeben werden, in dem der unbekannte Mittelwert der Grundgesamtheit liegt. Die
Wahrscheinlichkeit

{ s )7+t~%}:1—a (9.25)

wird hier Ublicherweise Vertrauensniveau (confidence level) und das Intervall als Vertrauensintervall
(confidence interval) bezeichnet. Je sicherer man sein mdchte, dass das Intervall den wahren
Mittelwert enthalt, desto héher also das Vertrauensniveau liegt, desto gréRer ist der Parameter ¢ zu
wahlen. Tabellarische Werte von ¢ sind im Anhang zu finden.

Analog kann auch ein Vertrauensintervall fur die Varianz angegeben werden; darauf soll hier nicht
weiter eingegangen werden. Details hierzu finden sich z.B. in [22].

9.1.3. t-Test, Vergleich von zwei Mittelwerten
Die t-Verteilung kann auch dazu verwendet werden, um mittels eines sogenannten t-Tests zu
entscheiden, ob zwei Stichproben sich signifikant unterscheiden oder nicht.

Um dies zu verdeutlichen, machen wir folgendes Gedankenexperiment: Wir entnehmen einer
normalverteilten Grundgesamtheit N(u«, o) zwei Stichproben jeweils vom Umfang n, berechnen die
Mittelwerte 7, und ¥, sowie die Standardabweichungen s, und s, (bzw. die Varianzen s und s?)
und damit den Wert

{= \/;M _ (9.26)
82 +s2

t kann Werte zwischen 0 und 4+ annehmen. Wiederholen wir diesen Vorgang sehr oft, so erwarten

wir, meist kleine Werte nahe null und nur selten sehr grof3e Werte zu finden.

Dieses Gedankenexperiment wurde per Rechnersimulation durchgefihrt. Fir »=10 und 3000
Stichprobenpaare (--Werte) ergab sich das im Bild 9.3 dargestellte Histogramm.

rouT

Simulation der t—Verteilung

0.807 Anzahl der Werte N=3000

Stichprobengriee n=10
Freiheitsgrad f=18

=
-2
=}

=
=)
=]

relative Haufigkeit
o o
oo
=R

=
ta
=

1

t(18, 0.99)=2.88

Bild 9.3: Histogramm und Dichtefunktion der t-Verteilung.

LaRt man die Anzahl der Stichproben gegen unendlich und gleichzeitig die Klassenbreite gegen null
streben, so nahert sich das Histogramm mehr und mehr der durchgezogenen Linie an, die die
Dichtefunktion der t-Verteilung darstellt.

Die obere Grenze des 99%-Zufallsstreubereichs (Schwellenwert) ist in diesem Beispiel
1(18;99%)=2.88, d.h. nur in 1% aller Falle kbnnen sich zufallig gréRere Werte als 2,88 ergeben. Die
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Versuchsmethodik (DoE)

Schwellenwerte der t-Verteilung sind fiir verschiedene Irrtumswahrscheinlichkeiten in Abhangigkeit
vom Freiheitsgrad f=2(n-1) tabelliert.

Auf dem oben dargestellten Zusammenhang basiert die Vorgehensweise beim t-Test. Der t-Test ist ein
statistisches Verfahren, mit dem entschieden werden kann, ob die arithmetischen Mittelwerte zweier
vorliegender Messreihen jeweils vom Umfang » zu ein und derselben Grundgesamtheit gehéren, so
dass die Mittelwerte der Stichproben sich nur zuféllig voneinander unterscheiden oder nicht, so dass
der Unterschied in den Mittelwerten der Stichproben nicht zufallig ist. Als sogenannte Nullhypothese
wird also angenommen, dass die Mittelwerte der jeweils zugehoérigen Grundgesamtheit gleich sind.

Voraussetzungen fir den Vergleich sind:
e Die Einzelwerte beider Stichproben sind reprasentativ
o Beide Stichproben stammen aus einer Normalverteilung

e Die Standardabweichung dieser Normalverteilung ist fiir beide Stichproben gleich. Diese
Voraussetzung kann mit Hilfe eines F-Tests gepruft werden.

Das Vorgehen besteht nun darin, mit den Mittelwerten 7, und y, sowie den Varianzen s und s> die
TestgrolRe

t:&M (9.27)

2 2
s +8,

zu berechnet.

Ergibt sich >t¢,, 1000, d.h. ¢ liegt auBerhalb des 99 %-Zufallsstreubereichs, so wird die
Nullhypothese abgelehnt.

Bemerkungen:

o Der Ausdruck fur die PrufgroBe ¢ ist in dieser einfachen Form nur dann anwendbar, wenn die
Stichprobenumfange jeweils als gleich vorausgesetzt werden (ny=n,=n). Eine analoge
Berechnungsregel existiert allerdings auch fir unterschiedliche Stichprobenumfange.

e Der t-Test in der hier dargestellten Form testet die Nullhypothese ,=u, gegen die Alternative
m#u, . Es liegt also eine zweiseitige Fragestellung vor. Aus diesem Grund steht im Ausdruck fir ¢
der Betrag der Mittelwertsdifferenz. ¢ kann folglich nur Werte >0 annehmen, so dass sich die oben
gezeigte Verteilung ergibt.

o Die Tabelle 2 in Kapitel 9.3 gibt entsprechend der zweiseitigen Fragestellung die Schwellenwerte

95%, 99%, und 99,9% der t-Verteilung an. Sie entsprechen den einseitigen Schwellenwerten
97,5%, 99,5% und 99,95%.

9.1.4. Mindeststichprobenumfang

In der Vorbereitungsphase experimenteller Untersuchungen stellt sich dem Experimentator haufig die
Frage, welcher minimale Mittelwertsunterschied A=3y,—y, fur ihn hinsichtlich seiner Zielsetzung

(Systemoptimierung, Fertigungsvereinfachung, Kostenreduktion) Uberhaupt von Interesse ist, und
welchen Mindeststichprobenumfang » er wahlen muss, damit dieser minimale Mittelwertsabstand,
sofern tatsachlich vorhanden, aufgrund der Versuchsauswertung erkennbar (signifikant) wird.

Aus dem Ausdruck fiir die Prifgrofie ¢

t:\/;M (9.28)
s +s2

ist ersichtlich, dass fir das "Ansprechen des t-Tests" n um so groRer sein muss, je kleiner die

Mittelwertsdifferenz 7,—7, ist und je groRer die Varianzen s/ und s; der beiden zu vergleichenden

Messreihen sind. Dabei ist zu berlicksichtigen, dass der Tabellenwert fgpee Mit wachsendem
Freiheitsgrad = 2(n-1) kleiner wird.
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Versuchsmethodik (DoE)

Anschaulich bedeutet eine kleine Differenz der Mittelwerte bei gleichzeitig "groRer" Varianz der
Verteilungen, dass in einer graphischen Darstellung der beiden Messreihen die beiden Wertegruppen
optisch nicht oder kaum noch unterscheidbar sind.

Aufgrund der vorstehenden Uberlegungen ware es also denkbar, den Mindeststichprobenumfang n
grob abzuschatzen, indem man die Mittelwertsdifferenz als Vielfaches einer "mittleren Varianz"

(s2 +s2)/2 angibt und firr verschiedene » die berechnete PrifgroRe ¢ mit tapeie vergleicht (Freiheitsgrad
und Signifikanzniveau beachten!). Neben diesem "Ausprobieren" gibt es jedoch eine aus statistischer

Sicht exakte Herleitung des Mindeststichprobenumfangs, die wir an dieser Stelle nur grob skizzieren
(Herleitung in [2]).

Beim Vergleich der Mittelwerte zweier Messreihen und der entsprechenden Testentscheidung sind
zwei Arten von Irrtimern moglich.

e Im ersten Fall stammen beide Messreihen aus der gleichen Grundgesamtheit d.h., es gibt keinen
signifikanten Unterschied. Entscheidet man hier aufgrund eines t-Tests, dass ein Unterschied der
beiden Mittelwerte existiert, so begeht man einen Fehler 1. Art (o). Er entspricht dem
Signifikanzniveau des t-Tests (zum Beispiel a=1%).

o Liegtim zweiten Fall tatsachlich ein Unterschied der Mittelwerte vor, d.h. die Messreihen stammen
aus zwei verschiedenen Grundgesamtheiten, so wird dies durch den Test nicht mit absoluter
Sicherheit angezeigt. Rein zufallig kann das Testergebnis lauten, dass dieser Unterschied nicht
existiert. Man spricht in diesem Fall von einem Fehler 2. Art ().

Fir den Experimentator sind beide Fehlerarten unangenehm, weil er beispielsweise aufgrund des
vermutlichen Effekts eines Einflussfaktors mdglicherweise kostspielige weitere Untersuchungen oder
sogar Anderungen in einem Produktionsprozess vorschlagt (Fehler 1. Art), bzw. weil er einen
tatsachlich vorhandenen Effekt nicht erkennt und ihm die Chance flir mdgliche
Prozessverbesserungen entgeht (Fehler 2. Art).

Der Mindeststichprobenumfang #», der notwendig ist, um einen echten Mittelwertsunterschied anhand
eines Vergleichs von 2 Stichproben des gleichen Umfangs ny=n,=n zu erkennen, hangt entsprechend
obiger Plausibilitdtsbetrachtung von dem in Einheiten der Standardabweichung o angegebenen
Abstand der beiden Mittelwerte

p=24 (9.29)

[

und den Irrtumswahrscheinlichkeiten o und 3 ab:

ua +u
Im konkreten Fall des Vergleichs zweier Messreihen sind die Mittelwerte p; und p, sowie die
Standardabweichung o der Grundgesamtheit (folglich auch D) nicht bekannt. Sie werden durch die
empirischen Werte y,, y, und s geschatzt. Aus diesem Grund muss man bei der Berechnung von »

nach der angegebenen Formel die t-Verteilung zugrunde legen. Demzufolge sind u, und us die
Abszissenwerte u, bei denen die t-Verteilung die Werte o (zweiseitig) bzw. § (einseitig) annimmt.

Kleinere Irrtumswahrscheinlichkeiten, d.h. kleinere Fehler 1. Art (o) und 2. Art (B) bedeuten, dass sich
die beiden zu vergleichenden Verteilungen und damit auch die zugehdrigen Verteilungen der
Mittelwerte nur wenig Uberlappen dirfen. Dazu muss bei gegebenem Mittelwertsabstand D der
Stichprobenumfang » ausreichend grof3 gewahlt werden.

Beabsichtigt man die Durchfiihrung eines Versuchs anhand eines vollfaktoriellen Versuchsplans mit
Faktoren auf 2 Stufen, so muss die Anzahl der Versuchsrealisierungen jeder Faktorstufenkombination
so gewahlt werden, dass die Gesamtanzahl Versuche

2
Ny 2 4(H“DLﬂ), (9.31)

2

da der Effekt eines jeden Faktors in diesem Fall als Differenz der Mittelwerte zweier Stichproben vom
Umfang n = N,/ 2 definiert wird.
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9.1.5. Varianzanalyse

9.1.5.1. F-Test, F-Verteilung

Der F-Test ist ein statistisches Verfahren, mit dem entschieden werden kann, ob die Varianzen zweier
Stichproben signifikant verschieden sind. Die Funktionsweise des Tests lasst sich wie im Falle des t-
Tests anhand des Ergebnisses einer Rechnersimulation erlautern.

Wir entnehmen einer normalverteilten Grundgesamtheit N(u,0) zwei Stichproben der Umfange n4
bzw. n,, berechnen die Stichproben-Varianzen s/ und s> und daraus schlieRlich die GroRe

2
=5

F (9.32)

S5
F kann Werte zwischen 0 und +ew annehmen, wird aber nur zuféllig von 1 abweichen. Es ist plausibel,
dass sich bei haufiger Wiederholung dieses Vorgangs nur selten kleine Werte nahe null bzw. sehr
grolRe Werte ergeben.

Das Ergebnis einer Rechnersimulation, bei der F-Werte fir N=3000 Stichprobenpaare mit
Stichprobenumfang n4=n,=9 bestimmt wurden, ist im Bild 9.4 als Histogramm dargestellt.

.o

Simulation der F—Verteilung
0.801 Anzahl der Werte N=3000
0.80- Stichprobengrige n= 9
Freiheitsgrade f1=f2= 8

=
=2
=]

L

0.601

relative Haufigkeit
=]
4]
i

F(8, 8, 0.99)=6.03

Bild 9.4: Histogramm und Dichtefunktion der F-Verteilung.

Lasst man die Anzahl der Stichproben gegen unendlich und gleichzeitig die Klassenbreite gegen null
streben, so nahert sich das Histogramm der durchgezogenen Linie (Dichtefunktion der F-Verteilung)
an. Die Form des Histogramms hangt von den Stichprobengrofien n; und n, der untersuchten
Stichprobenpaare ab; dementsprechend ist der Kurvenverlauf der Dichtefunktion der F-Verteilung von
den Freiheitsgraden f, =n, -1 und f, =n, -1 abhangig.

Die obere Grenze des 99%-Zufallsstreubereichs (Schwellenwert) ist im berechneten Beispiel
Fyg000=6,03, d.h. nur in 1% aller Falle (Irtumswahrscheinlichkeit) ist zuféllig s’ > 6,03s; .

Die Schwellenwerte der F-Verteilung sind fir verschiedene Irrtumswahrscheinlichkeiten in
Abhangigkeit von den Freiheitsgraden f; und f, im Anhang tabelliert.

Der oben dargestellte Zusammenhang macht die Vorgehensweise beim F-Test verstandlich. Es soll
entschieden werden, ob zwei vorliegende Messreihen vom Umfang »; und n; aus zwei normalverteilten
Grundgesamtheiten mit gleicher Varianz (die Mittelwerte brauchen nicht bekannt zu sein) stammen

oder nicht. Als Nullhypothese wird also angenommen, dass die Varianzen der zugehoérigen Grund-

gesamtheiten gleich sind: ¢ = o2 .

AnschlieBend wird aus den Varianzen s’ und s; der beiden Messreihen die TestgroRe

2
=2 (9.33)

2
S
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berechnet und mit dem Schwellenwert der F-Verteilung verglichen. Ergibt sich F > F, . ,,4, d.h., F
liegt auRerhalb des 99%-Zufallsstreubereichs, so wird die Nullhypothese abgelehnt.

ANMERKUNG:

e Die Alternativhypothese ist af > 022 , €s handelt sich um eine einseitige Fragestellung.

e Wenn man grundsatzlich die groRere der beiden Varianzen s’ und s iber den Bruchstrich schreibt, so
kann F nur Werte grof3er 1 annehmen; es liegt dann eine zweiseitige Fragestellung vor. Bei einer
Irrtumswahrscheinlichkeit a=1% muss dann aus Tabelle 2, Kapitel 9.3, der Schwellenwert zu 99,5%
ermittelt werden.

9.1.5.2. Varianzanalyse

Ob die Mittelwerte zweier Messreihen sich signifikant unterscheiden kann mit Hilfe des t-Tests gepruft
werden. Die zu vergleichenden Messreihen kdénnen formal jeweils als Versuchsergebnisse fir die
beiden Stufen 1 (z.B. Material 4) und 2 (Material B) eines einzelnen Einflussfaktors (Material)
betrachtet werden. Erweitert man den Einfaktorversuch auf mehr als zwei Stufen (allgemein: m
Stufen), so ist ein Vergleich der Mittelwerte mit Hilfe des t-Tests nicht mehr méglich. In diesem Fall
kann eine Auswertung mittels der Varianzanalyse erfolgen.

Betrachten wir folgende Versuchsergebnisse aus m-Stufen eines Faktors mit n-Realisierungen pro
Stufe:

Stufe | Ergebnisse Mittelwert | Varianz
1 Y YVigs eV, N 512
2 Yo Vazsre-a1Vay V2 55
m yml‘yrnZ""‘ymn ym Srzrl

Tabelle 9.1: Versuchsergebnisse aus m-Stufen eines Faktors mit n-Realisierungen pro Stufe

Falls der Faktor keinen Einfluss auf das Messergebnis hat, so kdnnen alle Einzelergebnisse als aus
der gleichen Grundgesamtheit stammend angesehen werden. Diese und damit auch die Mittelwerte
unterliegen dann nur zufalligen Abweichungen ("Versuchsrauschen") vom gemeinsamen Mittelwert.

Im anderen Fall — der Faktor hat einen signifikanten Einfluss auf das Messergebnis — werden sich
die Mittelwerte der zu den Stufen des Faktors gehérenden Verteilungen signifikant unterscheiden.

Im Rahmen der Varianzanalyse setzt man m unabhangige, normalverteilte Grundgesamtheiten mit
gleicher Varianz voraus und stellt die Nullhypothese auf, dass alle Messwerte aus Grundgesamtheiten
mit dem gleichen Mittelwert y4 =1 = ... =y, = 1 sStammen. Da gleiche Varianzen vorausgesetzt wurden,
bedeutet die Nullhypothese, dass alle Messwerte aus ein und derselben Grundgesamtheit stammen.

Die Grundidee der Varianzanalyse ist die Schatzung der Varianz der Mittelwerte auf zwei
unterschiedlichen Wegen. Zunachst kann die Varianz der Mittelwerte direkt aus den Versuchsdaten
berechnet werden:
1 - — =\2 .y = 1 < — .
=— (y,. —y) , mit y:—Zy,. (Gesamtmittelwert) (9.34)
m

m—1 i=1

1.2 _ .2
55 =55

Auf der anderen Seite kann die Varianz der Mittelwerte aus der Varianz der Einzelwerte geschatzt
werden. Letztere ergibt sich als Mittelwert Gber die Varianzen von allen m Stufen zu

Z=1yy (9.35)
moa

und stellt ein Mal fir die Versuchsstreuung dar. Falls es keine wahren Unterschiede zwischen den
einzelnen Stufen gibt, betragt die Varianz der Mittelwerte somit
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2
2S§ _Sr (9.36)
n
SchlieBlich fuhrt man mit der Testgrélie
1.2 2
O ) (9.37)
55 S,i

einen F-Test durch (Vergleich der beiden Schatzungen) und lehnt die oben formulierte Nullhypothese
ab, falls F > F(m-1; m(n-1); 99%) (Weitere Schwellenwerte fir Fim Anhang).

Je groler die PrifgroRe ist, desto unwahrscheinlicher ist es, dass es sich hierbei um ein zufélligen
(nicht-signifikanten) Effekt handelt, umso starker ist also der Hinweis auf einen wahren (signifikanten)
Unterschied zwischen den Stufen. Ablehnung der Nullhypothese bedeutet: es liegt ein signifikanter
Unterschied der Mittelwerte der Messergebnisse fur die Stufen des Faktors vor oder: der Faktor hat
einen signifikanten Einfluss auf das Messergebnis.

9.1.5.3. Herleitung der Testgréi3e

Der Begriff Varianzanalyse oder Streuungszerlegung beruht auf der mit dem oben dargestellten
Formalismus verbundenen Zerlegung der Varianz aller Messwerte in die beiden Anteile zufallige
Streuung ("Versuchsrauschen") und systematische Abweichung der Mittelwerte. Im Folgenden wird
diese Zerlegung beschrieben. Wenn m die Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der Messwerte
(Versuche) pro Zeile bezeichnen, so ist die Gesamtvarianz aller m*n Messwerte gegeben durch

n’i : ZZ(}/V 5. (9.38)

i=1 j=

Die Grélke O = (n *m-])s2 heillt Summe der quadratischen Abweichungen (S.d.q.A.).

0= zz v, - (9.39)

i=1 j=

i=1 )=

0= ZZ(y,.j -V, +Y; —)3)2 (Erweiterung mit Null) (9.40)
Jj=1

0=, -5, F +2lv, 7,5, -9+ 05, -5¥) (9.41)

i=1j=1

Man kann zeigen, dass der mittlere Term Null ist. Daher:

Q= ZZ(%/— Nk ZZ( ik (9.42)

i=1j= i=1j=

Q:Z(n—l)sf. + Z(m—l) 52 (9.43)
j=1 i=1

(n-m-1)s*= m(n—l)s_)2,+n(m—l)s§ (9.44)
0= QR +QA (9-45)
"Gesamtstreuung = Versuchsrauschen + Streuung der Mittelwerte"

Freiheitsgrad von Q,: f, =m(n-1) (9.46)
Freiheitsgrad von Q,: f,=m-1 (9.47)
Freiheitsgrad von Q: f=n-m-1 (9.48)

Bilanz der Freiheitsgrade:
f:fA+fR (949)
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n-m—-1=m-1+m(n-1) (9.50)
n-m-1=n-m-1 (9.51)
TestgroRe:
% n(m—1) §2 )
S me1l
F= 00" m(n—l)S_z = E (9.52)
fo mn=-1" ’

9.1.6. Regressionsanalyse

Bei quantitativen Faktoren auf » Stufen geht es darum, mittels Regression ein vorab definierten
Modellansatz optimal an die Versuchsergebnisse anzupassen. Nehmen wir beispielhaft an, dass N
Versuche und somit N Werte der ZielgréfRe y bei N Werten eines Faktors x vorliegen:

(¥,x,); i=1.N. (9.53)

Fir die Abhangigkeit y = f{x) vermuten wir einen linearen Zusammenhang, von dem die streuende
Zielgrofie nur geringfligig und zufallig um einen Betrag ¢ abweicht:

Vi =by+bx; +e;. (9.54)

Bei der Regression geht es nun darum, die Koeffizienten by und b, so zu berechnen, dass eine
moglichst gute Prognose der Zielgré3e moglich wird. Mit

Y, =by +byx, (9.55)

wird dabei der vom Modell prognostizierte Wert der ZielgroRe an der Stelle x; bezeichnet. Die ,Giite"
der Prognose wird beim ublichen Verfahren der Kleinsten Quadrate sichergestellt, indem die Summe
der quadratischen Abweichungen zwischen Versuchswert und Prognose an allen N Stellen x; minimiert
wird:

200 =507 = 2 (= (b + byx))* — min. (9.56)

Die notwendige Bedingung fiir die Minimierung obiger Funktion ist, dass die ersten partiellen
Ableitungen bezliglich b, und b4 null werden. Daraus konnen die Koeffizienten wie folgt berechnet
werden (vgl. auch [22], S.158):

D 6 =), - 7)
bl — i=1l

i~
o
I
<l
|
sy
=l

(9.57)

N 1

Z(xi - 3?)2

i=1l

mit den Bezeichnungen

= 1 = 1

X=—)x, y=— - 9.58
N;,.VN;x (9.58)

Unter der Voraussetzung, dass

o fiir jede Einstellung der Einflussgrofien, die ZielgréRe normalverteilt ist,

e ein linearer Zusammenhang zwischen den EinflussgréRen und dem Mittelwert der ZielgréRen
besteht, u (x)=a,+ax,

o die Abweichungen zwischen dieser linearen Abhangigkeit nur zufalliger Natur sind, und

e die Standardabweichung welche diese zufallige Streuung charakterisiert konstant ber dem
Versuchsraum ist,

kann gezeigt werden, dass die mittels einer linearen Regression berechneten Schatzwerte fiir die
Koeffizienten der Modellgleichung erwartungstreu sind, d.h. deren Mittelwerte Uber viele Versuche
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Versuchsmethodik (DoE)

stimmen mit den tatsachlichen Werten Uberein und es kdénnen Vertrauensbereiche angegeben und
damit auch Signifikanzaussagen Uber die Koeffizienten gemacht werden, vgl. [1], S.171ff.

Um die Gilte der Anpassung zu bewerten, kann die Summe der quadratischen Abweichungen
(S.d.q.A.) der y-Werte wie folgt zerlegt werden:

;(y,. -y =;(&,. - +;(y,. -5.) -
Q = QRegr + QResid

Der erste Term kann durch die Regressionsgerade erklart werden, der zweite Term ist der
Reststreuung (Residuen) zugeordnet. Die Methode der kleinsten Quadrate besteht wie erwahnt darin,
den zweiten Term zu minimieren. Der sogenannte RMS-Error (root mean square error)

— QResid 960
o fResid , ( )

auch Standardfehler bzw. Standardabweichung der Regression genannt, eignet sich somit gut, das
Ergebnis dieser Minimierung zu charakterisieren. Der Freiheitsgrad fresiq = N - p hangt von der Anzahl
p der freien Koeffizienten ab (2 im linearen Fall).

Die Gute der Anpassung ist umso hoher, je grofRer der Anteil ist, welcher durch die Regression erklart
wird. Somit ist es auch naheliegend, folgenden Quotienten als Gitemal} zu verwenden:

QRe r
R? =% 9.61
0 (9.61)

Diese Grofe heildt Bestimmtheitsmall und nimmt Werte immer zwischen 0 und 1 an. Werte nahe an 1
sprechen fur einen hohen Anteil der Gesamtstreuung, den die Regression erklart. Alternativ kann auch
ein weiteres Maf}, der sogenannte Korrelationskoeffizient verwendet werden:

R =sgn(h)-VR? . (9.62)
Der Korrelationskoeffizient nimmt Werte zwischen -1 und +1 an.

Ob der Anteil der Gesamtstreuung, der durch die Regression erklart wird, signifikant groRer ist, als der
Anteil, welcher der Reststreuung zugeordnet wird, kann anhand eines F-Testes mit der Testgrofie

QRegr /fRegr _ QRegr /fRegr
- 2
Oresia ! fresia Sk

analysiert werden. Mit fregr = p - 1 UNd fresia = N - p wurden die entsprechenden Freiheitsgrade
bezeichnet, p ist die Anzahl der freien Modellparameter. Die Bewertung erfolgt wie bei jedem F-Test:
falls Fregr > F(fRegr fresia - 99%) wird die Nullhypothese ,Der Streuungsanteil, welcher durch
Regression erklart wird ist gleich hoch dem Streuungsanteil der Residuen“ abgelehnt, so dass die
Regression einen Teil der Streuung signifikant erklart. Schwellenwerte fur F sind im Anhang zu finden.

(9.63)

RegrT =

Der Term Qresiq ist, wie erwahnt, den Residuen (Reststreuung) zugeordnet, also jenem Teil in der
S.d.q.A. der y-Werte, der nicht durch Regression erklart wird. Es stellt sich prinzipiell die Frage, ob
dieser Anteil auf Unzuldnglichkeiten des Modells oder der reinen Versuchstreuung zurtickzuflhren ist.
Im ersten Fall kann eine weitere Reduzierung der Reststreuung durch hinzufligen weiterer (héherer)
Terme im Modell erreicht werden. Im zweiten Fall ware eine Verbesserung des Modells nur durch
Bertcksichtigung bisher unbekannter StérgréRen mdéglich. Um diese Falle unterscheiden zu kénnen,
ist an mindestens einer Stelle im Versuchsraum eine mehrfach-Realisierung (Versuchswiederholung)
erforderlich, welche die Abschatzung des reinen Versuchsfehlers erlaubt. Angenommen, die N
Versuche wurden so ausgefuhrt, dass der i-te von m Versuchspunkte n-mal wiederholt wurde.
Folgende Zerlegung von Qgesia kann nun durchgefuhrt werden:

ZZ(yy _)A/i)z = Zni(yi _)A}i)z +Zz(y"f _)71_)2 . (9.64)

P i1 P
Oresia = OLor + Ope

Der erste Anteil O, entspricht der gewichteten S.d.q.A. des Gruppenmittelwertes aller Realisierungen
im i-ten Versuchspunkt vom prognostizierten Wert. Er wird ,Modellschwache® (Lack of Fit) genannt.
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Versuchsmethodik (DoE)

Der zweite Anteil Ope entspricht der S.d.q.A. der Einzelwerte vom jeweiligen Gruppenmittelwert aller
Realisierungen im i-ten Versuchspunkt. Dieser Term hangt nicht vom anhand des vorliegenden
Modells prognostizierten Wert ab und wird deswegen ,reiner Versuchsfehler (Pure Error) genannt.
Die Beziehungen werden im Bild 9.5 grafisch veranschaulicht:

~
=
! -
>

ZielgroRe

EinflussgréRe

Bild 9.5: Komponenten in einer Regressions-Zerlegung der S.d.q.A. (schematisch)

Die Gute des Modells hinsichtlich einer ausreichend hohen Ordnung des verwendeten Ansatzes (nicht
jedoch hinsichtlich der Berlicksichtigung aller relevanten Faktoren!) kann anhand eines F-Testes mit
der TestgroRRe

QLOF /fLoF
P,y =S o (9.65)
fert QPE /fPE

analysiert werden. Dieser Test wird auch ,Modellschwache-Test” (Lack-of-Fit-Test) genannt. Mit fi ¢
=m - p und fpe = N - m wurden die entsprechenden Freiheitsgrade bezeichnet, p ist die Anzahl der
freien Modellparameter. Falls Fiorr > F(flors fee s 99%) wird die Nullhypothese ,Streuung aufgrund der
Modellschwache und reine Versuchsstreuung sind gleich® abgelehnt, so dass die Modellschwache
signifikant groRer als die reine Versuchsstreuung ist (Schwellenwerte fur £ im Anhang).

Freiheits-
S.d.q.A. Varianz F-Wert p-Wert
grad
. 2 QRegr Sliegr
Regression SRegr ORegr SRegr = Fregr = Pregr
fRegr SR

Residuen SResid = OResid = 5 = Oresid

JioF + fPE Olor + Ope Sresid
Modellschwéche O St

Sior = F oFT =3 PLo
(Lack-of-Fit) o Quor T fer R sk -
reiner Versuchsfehler r 0 $2 = Ore
PE —
(Pure Error) FE PE Jee
=N-]= =

Summe f Q Sz = Séegr + SIZQ

fReqr +fResid QRequ"QResid

Tabelle 9.2: ANOVA-Tabelle der Regression

Bei manchem statistischen Tool wird zusatzlich zur TestgroRe Fiorr bzw. Fregrr €ine entsprechende
GroRe pregr bzW. pLorr zur Beurteilung der Signifikanz angegeben, bei der gilt

FReng = F(l_pReng;]rl;fz) bzw. FLoFT = F(l_pLoFT;fl;fz) . (966)

Diese Grole kann als ,Irrtumswahrscheinlichkeit® (Fehler 1. Art) interpretiert werden: je kleiner diese
Wahrscheinlichkeit ist, desto signifikanter wird die Regression bzw. die Modellschwache sein. Die
Bewertung erfolgt analog zur Testgrole: ein signifikantes Ergebnis liegt vor, wenn z.B. pregr < 1%, €in
hoch-signifikantes, wenn pregr < 0,1%.
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Versuchsmethodik (DoE)

Die beschriebenen Grofien werden typischerweise in einer Tabelle zusammengefasst. Diese wird
analog zur Varianzanalyse-Tabelle als (globale) ANOVA-Tabelle des Regressionsmodells bezeichnet,
siehe Tabelle 9.2.

9.2. Softwaretools

Falls anhand der Versuchsdaten eine Modellbildung mit mehreren Faktoren durchgefiihrt werden soll,
sind sowohl das Aufstellen der Versuchsplane als auch die meisten Auswertungen umstandlich und
von vielen Anwendern ohne Softwarehilfe nicht zu bewerkstelligen. Insbesondere bei Anwendern ohne
viel Hintergrundwissen wird hier auch ein Tabellenkalkulationsprogramm wie MS-Excel nicht unbedingt
weiterhelfen. Mancher Anwender wird auch bei einer linearen Regression oder einer Varianzanalyse
mit einem Faktor Softwareunterstiitzung brauchen. Fir die Versuchsplanung und -auswertung ist
deswegen generell die Anwendung geeigneter Software zu empfehlen. Im Allgemeinen kdnnen
folgende Tools empfohlen werden:

¢ Minitab®
Hierbei handelt es sich um eine Standard-Ldsung fir statistische Auswertungen im Rahmen von
Six-Sigma-Initiativen, welche auch DoE-Funktionalitadten besitzt und fir die Aufstellung und
Auswertung von DoE-Versuchsplanen verwendet werden kann. Diese LOsung ist vor allem fur
gelegentliche DoE-Aufgaben und Anwender mit bereits vorliegender breiter Erfahrung mit diesem
Tool sinnvoll. Fir Minitab liegt eine Konzernlizenz vor.

Weitere Info im Internet unter http://www.additive-net.de/software/minitab

e Cornerstone®
Hier handelt es sich um ein auf DoE spezialisiertes Softwaretool, mit dem auch umfangreichere
DoE-Untersuchungen geplant und ausgewertet werden koénnen. Vor allem fortgeschrittene
Anwender kénnen von einigen auf DoE optimierten Bearbeitungs- und Darstellungsmdglichkeiten
profitieren, welche eine enorme Hilfe bei der Bearbeitung reeller experimenteller Daten leisten.
Eine Konzernlizenz liegt nicht vor.

Weitere Info sowie eine Testlizenz fiir einen Monat ist im Internet zu finden unter
http://www.versuchsplanung.de/Versuchsplanung/Cornerstone

¢ ASCMO®

Hierbei handelt es sich um ein DoE-Tool, das bei Bosch seit 2004 entwickelt wird. Eine
Besonderheit der Software ist, dass die verwendete Modellgleichung nicht auf Polynomen,
sondern auf Funktionen mit lokalen Trégern basiert, was sehr hilfreich fir die response-surface
Modellierung und der detaillierten Optimierung eines komplexen Verhaltens sein kann. Die
Software ist als Matlab- und Standalone-Variante verfligbar. Ein Betrieb ist interaktiv Gber eine
Benutzeroberflache (welche auch hilfreiche Bearbeitungs- und Darstellungsmdglichkeiten wie bei
Cornerstone beinhaltet) oder im Batch-Modus Uber Skripte méglich. Fir Bosch-interne Anwender
ist die Software derzeit kostenlos.

Weitere Infos iber PJ-ASCTeam-Mailbox@de.bosch.com

e Optislang®
Dies ist ein Softwaretool fur Sensitivitatsstudien, Optimierung und Robustheitsuntersuchungen im
CAE-Bereich, welches auch DoE-Funktionalitdten vor allem im Bereich Computerexperimente
besitzt. Das Tool weist Schnittstellen zu vielen numerischen Simulationstools auf, welche als
Solver automatisch fiir deterministische oder stochstische Optimierungen angesteuert werden
kénnen. Fir Optislang liegt eine Konzernlizenz vor.

Weitere Info im Internet unter http://www.dynardo.de/software/optislang/
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9.3. Tabellen

Tabelle 1:
Schwellenwerte der t-Verteilung (zweiseitig)
Aussagesicherheit
f 95% 99% 99,9%
1 12,7 63,7 636,6
2 4.3 9,93 31,6
3 3,18 5,84 12,9
4 2,78 4.60 8,61
5 2,57 4,03 6,87
6 2,45 3,71 5,96
7 2,37 3,50 5,41
8 2,31 3,36 5,04
9 2,26 3,25 4,78
10 2,23 3,17 4,59
11 2,20 3,11 4,44
12 2,18 3,06 4,32
13 2,16 3,01 4,22
14 2,15 2,98 4.14
15 2,13 2,95 4,07
16 2,12 2,92 4,02
17 2,11 2,90 3,97
18 2,10 2,88 3,92
19 2,09 2,86 3,88
20 2,09 2,85 3,85
25 2,06 2,79 3,73
30 2,04 2,75 3,65
35 2,03 2,72 3,59
40 2,02 2,70 3,55
45 2,01 2,69 3,562
50 2,01 2,68 3,50
100 1,98 2,63 3,39
200 1,97 2,60 3,34
300 1,97 2,59 3,32
400 1,97 2,59 3,32
500 1,97 2,59 3,31
oC 1,96 2,58 3,30
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Tabelle 2:
Schwellenwerte der F-Verteilung (einseitig zum Wert 95%)

1, fi=1| fi=2 | fi=3| fi=4| f1=5]| f1=6| fi=T7| f1=8 | fi=9
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241
2 185 | 19,0 | 19,2 | 19,2 | 19,3 | 193 | 194 | 194 | 194
3 10,1 955 | 9,28 | 9,12 | 9,01 894 | 889 | 8,85 | 8,81
4 7,71 6,94 | 6,59 | 6,39 | 6,26 | 6,16 | 6,09 | 6,04 | 6,00
5 6,61 579 | 541 519 | 5,05 | 495 | 4,88 | 4,82 | 4,77
6 599 | 514 | 4,76 | 453 | 439 | 428 | 421 | 415 | 4,10
7 559 | 4,74 | 435 | 412 | 3,97 | 3,87 | 3,79 | 3,73 | 3,68
8 532 | 446 | 4,07 | 3,84 | 3,69 | 3,58 | 3,50 | 3,44 | 3,39
9 512 | 4,26 | 3,86 | 3,63 | 348 | 3,37 | 3,29 | 3,23 | 3,18
10 496 | 4,10 | 3,71 348 | 3,33 | 3,22 | 314 | 3,07 | 3,02
11 484 | 3,98 | 3,59 | 3,36 | 3,20 | 3,09 | 3,01 2,95 | 2,90
12 4,75 | 3,89 | 3,49 | 3,26 | 3,11 3,00 | 2,91 2,85 | 2,80
13 4,67 | 3,81 3,41 3,18 | 3,03 | 2,92 | 2,83 | 2,77 | 2,71
14 460 | 3,74 | 3,34 | 3,11 296 | 2,85 | 2,76 | 2,70 | 2,65
15 454 | 3,68 | 3,29 | 3,06 | 2,90 | 2,79 | 2,71 264 | 2,59
16 449 | 3,63 | 3,24 | 3,01 285 | 2,74 | 2,66 | 2,59 | 2,54
17 445 | 3,59 | 3,20 | 2,96 | 2,81 2,70 | 2,61 2,55 | 2,49
18 4,41 3,55 | 3,16 | 293 | 2,77 | 2,66 | 2,58 | 2,51 2,46
19 438 | 3,52 | 313 | 290 | 2,74 | 2,63 | 2,54 | 2,48 | 242
20 4,35 | 3,49 | 3,10 | 2,87 | 2,71 2,60 | 2,51 2,45 | 2,39
22 430 | 3,44 | 3,05 | 2,82 | 2,66 | 2,55 | 2,46 | 2,40 | 2,34
24 426 | 3,40 | 3,01 2,78 | 2,62 | 2,51 242 | 2,36 | 2,30
26 423 | 3,37 | 298 | 2,74 | 2,59 | 247 | 2,39 | 2,32 | 2,27
28 420 | 3,34 | 2,95 | 2,71 256 | 245 | 2,36 | 2,29 | 2,24
30 417 | 3,32 | 292 | 2,69 | 2,53 | 242 | 2,33 | 2,27 | 2,21
32 4,15 | 3,30 | 2,90 | 2,67 | 2,51 2,40 | 2,31 2,24 | 2,19
34 413 | 328 | 2,88 | 2,65 | 2,49 | 2,38 | 2,29 | 2,23 | 2,17
36 4,11 3,26 | 2,87 | 263 | 248 | 2,36 | 2,28 | 2,21 2,15
38 410 | 324 | 285 | 262 | 2,46 | 2,35 | 2,26 | 2,19 | 2,14
40 4,08 | 3,23 | 2,84 | 2,61 245 | 2,34 | 2,25 | 218 | 2,12
50 4,03 | 3,18 | 2,79 | 2,56 | 2,40 | 2,29 | 2,20 | 2,13 | 2,07
60 4,00 | 3,15 | 2,76 | 2,53 | 2,37 | 2,25 | 217 | 2,10 | 2,04
70 398 | 313 | 2,74 | 250 | 2,35 | 2,23 | 2,14 | 2,07 | 2,02
80 3,96 | 3,11 272 | 249 | 2,33 | 2,21 213 | 2,06 | 2,00
90 3,95 | 3,10 | 2,71 247 | 2,32 | 2,20 | 2,11 2,04 | 1,99

100 3,94 | 3,09 | 2,70 | 2,46 | 2,31 219 | 210 | 2,03 | 1,97

150 3,90 | 3,06 | 2,66 | 2,43 | 2,27 | 216 | 2,07 | 2,00 | 1,94

200 3,89 | 3,04 | 265 | 242 | 226 | 214 | 2,06 | 1,98 | 1,93

1000 | 3,85 | 3,00 | 2,61 2,38 | 2,22 | 2,11 202 | 1,95 | 1,89
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Tabelle 2 (Fortsetzung)

Schwellenwerte der F-Verteilung (einseitig zum Wert 95%)

£, f1=10| f;=15| f,=20| f,=30| f,=40| f,=50| f,=100| f,—>o0
1 242 246 248 250 251 252 253 254
2 19,4 19,4 19,4 19,5 19,5 19,5 19,5 19,5
3 8,79 8,70 8,66 8,62 8,59 8,58 8,55 8,53
4 5,96 5,86 5,80 5,75 5,72 5,70 5,66 5,63
5 4,74 4,62 4,56 4,50 4,46 4,44 4,41 4,37
6 4,06 3,94 3,87 3,81 3,77 3,75 3,71 3,67
7 3,64 3,51 3,44 3,38 3,34 3,32 3,27 3,23
8 3,35 3,22 3,15 3,08 3,04 3,02 2,97 2,93
9 3,14 3,01 2,94 2,86 2,83 2,80 2,76 2,71
10 2,98 2,85 2,77 2,70 2,66 2,64 2,59 2,54
11 2,85 2,72 2,65 2,57 2,53 2,51 2,46 2,40
12 2,75 2,62 2,54 2,47 2,43 2,40 2,35 2,30
13 2,67 2,53 2,46 2,38 2,34 2,31 2,26 2,21
14 2,60 2,46 2,39 2,31 2,27 2,24 2,19 2,13
15 2,54 2,40 2,33 2,25 2,20 2,18 2,12 2,07
16 2,49 2,35 2,28 2,19 2,15 2,12 2,07 2,01
17 2,45 2,31 2,23 2,15 2,10 2,08 2,02 1,96
18 2,41 2,27 2,19 2,11 2,06 2,04 1,98 1,92
19 2,38 2,23 2,16 2,07 2,03 2,00 1,94 1,88
20 2,35 2,20 2,12 2,04 1,99 1,97 1,91 1,84
22 2,30 2,15 2,07 1,98 1,94 1,91 1,85 1,78
24 2,25 2,11 2,03 1,94 1,89 1,86 1,80 1,73
26 2,22 2,07 1,99 1,90 1,85 1,82 1,76 1,69
28 2,19 2,04 1,96 1,87 1,82 1,79 1,73 1,65
30 2,16 2,01 1,93 1,84 1,79 1,76 1,70 1,62
32 2,14 1,99 1,91 1,82 1,77 1,74 1,67 1,59
34 2,12 1,97 1,89 1,80 1,75 1,71 1,65 1,57
36 2,11 1,95 1,87 1,78 1,73 1,69 1,62 1,55
38 2,09 1,94 1,85 1,76 1,71 1,68 1,61 1,53
40 2,08 1,92 1,84 1,74 1,69 1,66 1,59 1,51
50 2,03 1,87 1,78 1,69 1,63 1,60 1,52 1,44
60 1,99 1,84 1,75 1,65 1,59 1,56 1,48 1,39
70 1,97 1,81 1,72 1,62 1,57 1,53 1,45 1,35
80 1,95 1,79 1,70 1,60 1,54 1,51 1,43 1,32
90 1,94 1,78 1,69 1,59 1,53 1,49 1,41 1,30
100 1,93 1,77 1,68 1,57 1,52 1,48 1,39 1,28
150 1,89 1,73 1,64 1,53 1,48 1,44 1,34 1,22
200 1,88 1,72 1,62 1,52 1,46 1,41 1,32 1,19
1000 1,84 1,68 1,58 1,47 1,41 1,36 1,26 1,08
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Tabelle 2 (Fortsezung)

Schwellenwerte der F-Verteilung (einseitig zum Wert 99%)

f2 f1 =1 f1:2 f1=3 f1=4 f1:5 f1=6 f1:7 f1=8 f1=9
1 4052 | 4999 | 5403 | 5625 | 5764 | 5859 | 5928 | 5982 | 6022
2 98,5 | 99,0 99,2 99,3 99,3 | 99,3 994 99,4 99,4
3 34,1 30,8 | 29,5 | 28,7 28,2 27,9 277 | 275 | 27,3
4 21,2 18,0 16,7 16,0 15,5 15,2 15,0 14,8 14,7
5 16,3 13,3 12,1 11,4 11,0 10,7 10,5 10,3 10,2
6 13,7 10,9 9,78 9,15 8,75 | 847 8,26 8,10 7,98
7 12,2 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72
8 11,3 8,65 7,59 7,01 6,63 | 6,37 6,18 6,03 5,91
9 10,6 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35
10 10,0 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 | 4,94
11 9,65 | 7,21 6,22 5,67 5,32 507 | 489 | 474 | 463
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 | 482 | 464 | 450 | 4,39
13 9,07 6,70 5,74 5,21 486 | 462 | 444 | 4,30 | 4,19
14 8,86 6,51 5,56 504 | 470 | 446 | 428 | 414 | 4,03
15 8,68 6,36 542 | 489 | 456 | 432 | 414 | 4,00 3,89
16 8,53 6,23 529 | 477 | 444 | 4,20 | 4,03 3,89 3,78
17 8,40 6,11 518 | 467 | 434 | 410 3,93 3,79 3,68
18 8,29 6,01 509 | 458 | 4,25 | 4,01 3,84 3,71 3,60
19 8,18 5,93 5,01 450 | 417 3,94 3,77 3,63 3,562
20 8,10 585 | 494 | 443 | 410 3,87 3,70 3,56 3,46
22 795 | 572 | 4,82 | 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 | 3,35
24 7,82 5,61 472 | 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,26
26 7,72 553 | 464 | 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18
28 7,64 545 | 4,57 | 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12
30 7,56 539 | 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07
32 7,50 534 | 4,46 3,97 3,65 3,43 3,26 3,13 3,02
34 7,44 529 | 442 3,93 3,61 3,39 3,22 3,09 2,98
36 7,40 525 | 4,38 3,89 3,57 3,35 3,18 3,05 | 2,95
38 7,35 | 5,21 4,34 3,86 3,54 3,32 3,15 3,02 2,92
40 7,31 518 | 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89
50 7,17 5,06 | 4,20 3,72 3,41 3,19 3,02 2,89 2,79
60 7,08 | 498 | 4,13 3,65 3,34 3,12 295 | 2,82 2,72
70 7,01 492 | 4,08 3,60 3,29 3,07 2,91 2,78 2,67
80 6,96 | 4,88 | 4,04 3,56 3,26 3,04 287 | 2,74 2,64
90 6,93 | 4,85 | 4,01 3,54 3,23 3,01 284 | 2,72 2,61
100 6,90 | 4,82 3,98 3,51 3,21 2,99 2,82 2,69 2,59
150 6,81 4,75 3,92 3,45 3,14 | 2,92 2,76 | 2,63 2,53
200 6,76 | 4,71 3,88 3,41 3,11 2,89 2,73 | 2,60 2,50
1000 | 6,66 | 4,63 3,80 3,34 3,04 | 2,82 266 | 253 2,43
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Tabelle 2 (Fortsetzung)

Schwellenwerte der F-Verteilung (einseitig zum Wert 99%)

£, f1=10| f;=15| f,=20| f,=30| f,=40| f,=50| f,=100| f,—>o0
1 6056 6157 6209 6261 6287 6300 6330 6366
2 99,4 99,4 99,4 99,5 99,5 99,5 99,5 99,5
3 27,2 26,9 26,7 26,5 26,4 26,4 26,2 26,1
4 14,5 14,2 14,0 13,8 13,7 13,7 13,6 13,5
5 10,1 9,72 9,65 9,38 9,29 9,24 9,13 9,02
6 7,87 7,56 7,40 7,23 7,14 7,09 6,99 6,88
7 6,62 6,31 6,16 5,99 5,91 5,86 5,75 5,65
8 5,81 5,52 5,36 5,20 5,12 5,07 4,96 4,86
9 5,26 4,96 4,81 4,65 4,57 4,52 4,42 4,31
10 4,85 4,56 4,41 4,25 417 4,12 4,01 3,91
11 4,54 4,25 4,10 3,94 3,86 3,81 3,71 3,60
12 4,30 4,01 3,86 3,70 3,62 3,57 3,47 3,36
13 4,10 3,82 3,66 3,51 3,43 3,38 3,27 3,17
14 3,94 3,66 3,51 3,35 3,27 3,22 3,11 3,00
15 3,80 3,52 3,37 3,21 3,13 3,08 2,98 2,87
16 3,69 3,41 3,26 3,10 3,02 2,97 2,86 2,75
17 3,59 3,31 3,16 3,00 2,92 2,87 2,76 2,65
18 3,51 3,23 3,08 2,92 2,84 2,78 2,68 2,57
19 3,43 3,15 3,00 2,84 2,76 2,71 2,60 2,49
20 3,37 3,09 2,94 2,78 2,69 2,64 2,54 2,42
22 3,26 2,98 2,83 2,67 2,58 2,53 2,42 2,31
24 3,17 2,89 2,74 2,58 2,49 2,44 2,33 2,21
26 3,09 2,82 2,66 2,50 2,42 2,36 2,25 2,13
28 3,03 2,75 2,60 2,44 2,35 2,30 2,19 2,06
30 2,98 2,70 2,55 2,39 2,30 2,25 2,13 2,01
32 2,93 2,66 2,50 2,34 2,25 2,20 2,08 1,96
34 2,89 2,62 2,46 2,30 2,21 2,16 2,04 1,91
36 2,86 2,58 2,43 2,26 217 2,12 2,00 1,87
38 2,83 2,55 2,40 2,23 2,14 2,09 1,97 1,84
40 2,80 2,52 2,37 2,20 2,11 2,06 1,94 1,80
50 2,70 2,42 2,27 2,10 2,01 1,95 1,82 1,68
60 2,63 2,35 2,20 2,03 1,94 1,88 1,75 1,60
70 2,59 2,31 2,15 1,98 1,89 1,83 1,70 1,54
80 2,55 2,27 2,12 1,94 1,85 1,79 1,66 1,49
90 2,52 2,24 2,09 1,92 1,82 1,76 1,62 1,46
100 2,50 2,22 2,07 1,89 1,80 1,73 1,60 1,43
150 2,44 2,16 2,00 1,83 1,73 1,66 1,52 1,33
200 2,41 2,13 1,97 1,79 1,69 1,63 1,48 1,28
1000 | 2,34 2,06 1,90 1,72 1,61 1,54 1,38 1,11
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